Interpolation und Approximation von Funktionen @’

1 Interpolation

Viele Vorgédnge in der Natur konnen in ihrer Komplexitit nicht ganzlich erfasst werden. Da-
her stellt man fiir bestimmte Konstellationen Messungen an und versucht aufgrund dieser
wenigen Daten Aussagen iiber unbekannte Zwischenwerte zu treffen. Dieses Vorgehen nennt
man interpolieren.

Nehmen wir beispielsweise die zwei Wertepaare (1|1) und (3|4). Durch diese beiden Punkte
konnten wir eine Gerade legen und berechnen welchen zugehdorigen Wert wir bei 2 erhal-
ten, ohne eine weitere Messung durchzufiihren. Liegen drei Wertepaare vor, dann kénnten
wir eine Parabel (Funktion zweiten Grades) durch die drei Punkte legen und unbekannte
Zwischenwerte berechnen. Der Funktionsgrad (der grofite Exponent) ist also immer um eins
kleiner als die Anzahl der Wertepaare. Fiir n Punkte verwendet man folglich ein Polynom
n — 1ten Grades mit n unbekannten Koeffizienten.

Polynome haben den Vorteil, dass sie leicht berechenbar und differenzierbar' sind. Polyno-
me sind Terme folgender Gestalt: ay + a; - 2t +ay - 22 + - + a, - 2" Holen wir ein wenig
aus und kldaren, warum Polynome leicht zu berechnen sind. Die Addition kennen wir aus der
Grundschule und ist eine ganz einfache Berechnung. Darauf baut einiges in der Mathema-
tik auf wie wir gleich sehen werden. Betrachten wir die Multiplikation von zwei und drei:
2-3 =2+ 2+ 2. Sie lasst sich auf die Addition zuriickfithren. Nehmen wir zum Beispiel die
Potenz 3? = 3 -3 = 3+ 3 + 3. Diese ldsst sich auf eine Multiplikation und damit auch wieder
auf eine Addition zurtickfiihren. Wir miissten also einem Taschenrechner oder Computer nur
die Addition , beibringen” und konnten damit auch Potenzen und Produkte von nattirlichen
Zahlen leicht berechnen. Um ein Polynom zu berechnen, benétigen wir daher nur die Addi-
tion (wenn man nur natiirliche Koeffizienten hat). Lasst man auch andere Koeffizienten (die
Faktoren vor den Potenzen) zu, dann wird es nur geringfiigig schwerer. Zur Bestimmung
eines geeigneten Polynoms wollen wir im Folgenden zwei verschiedene Ansitze nédher be-
trachten.

2 Standardansatz

Gehen wir von folgenden gegebenen Wertepaaren aus, die wir als Stiitzpunkte bezeichnen
wollen: P(1]6), Q(2]11) und R(3|18). Fir drei Stiitzpunkte verwenden wir als Ansatz ein Po-
lynom zweiten Grades: f(z) = ax® 4+ bx + c. Gesucht sind demnach die drei Koeffizienten a,
b und c. Um diese zu berechnen setzen wir in die allgemeine Funktionsgleichung der Reihe
nach die Koordinaten der Stiitzpunkte ein und erhalten folgendes Gleichungssystem:

6= a+ b+c (1)
11=4a+2b+c )
18=9a+3b+c 3)

Eine Funktion ist differenzierbar, wenn man ihre Ableitung bestimmen kann.
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@’ Interpolation und Approximation von Funktionen

Um das Gleichungssystem zu 16sen, konnen wir beispielsweise den Gaufi-Algorithmus oder
das Additionsverfahren anwenden. Entscheiden wir uns hier fiir Letzteres, dann wéire ein
moglicher Weg: Gleichung (2) minus Gleichung (1) und Gleichung (3) minus Gleichung (2)
und erhalten:

b=3a+b 4)
7=5a+b (5)

Damit fillt der Parameter ¢ weg und wir haben das Gleichungssystem reduziert auf zwei
Gleichungen mit zwei Unbekannten. Ziehen wir jetzt Gleichung (4) von Gleichung (5) ab, so
erhalten wir:

2=2a (6)

Und damit gilt: (¢ = 1). Setzen wir die gefundene Losung beispielsweise in Gleichung (4) ein,
so ergibt sich:

5=3+b )

Also gilt: . Jetzt fehlt nur noch c. Dazu setzen wir die Losungen fiir ¢ und b in Gleichung
(1) ein:

(8)

Daraus folgt fiir c: und wir erhalten als gesuchtes Stiitzpolynom: [ flx) = 2% +2x + 3].

Nachteile bei diesem Verfahren sind:
e Der Rechenaufwand ist recht grofs.

e Werden nachtréglich neue Stiitzstellen ergdnzt, dann muss die komplette Berechnung
erneut durchgefiihrt werden.

Zum Abschluss der allgemeine Standardansatz fiir das Stiitzpolynom bei n Stiitzpunkten:

f(@) = an1 2™ ap_gx" 2+ - Fa1x + ap

3 Newton’scher Ansatz

Isaac Newton? entdeckte eine besonders elegante Methode zum Auffinden von Stiitzpolyno-
men. Seine Methode hat folgende entscheidende Vorteile:

e Der Rechenaufwand ist gering, da ein leicht 16sbares Dreieckssystem entsteht.

Isaac Newton (* 1643 in Whoolsthorpe bei Grantham, t 1727 in Kensington) war ein berithmter englischer Phy-
siker

M. Ivens



Interpolation und Approximation von Funktionen @’

e Zusétzliche Stiitzpunkte konnen einfach erganzt werden, da sich bereits bekannte Pa-
rameter nicht mehr dndern.

Verwenden wir auch hier die drei Punkte P(1]6), Q(2|11) und R(3|18) aus dem vorherigen
Abschnitt und bestimmen dazu das Stiitzpolynom mit dem Ansatz von Newton. Dieser sieht
fiir drei Punkte ebenfalls ein Polynom zweiten Grades vor:

fl@) =a+b(x —x1) + c(x — 21)(x — ).

Fiir den Ansatz hier werden also nur zwei der drei Punkte gebraucht. Welche Punkte das
sind ist beliebig wahlbar! Ersetzen wir xz; und z, durch die z-Koordinaten der Punkte P und
Q) erhalten wir: f(z) = a+b(x —1)+c(z —1)(x —2). Jetzt setzen wir der Reihe nach die beiden
Koordinaten von allen drei Punkten ein und erhalten so das folgende Gleichungssystem:

6=a+0+0
11=a+16+0
18 =a + 2b+ 2¢

Lasst man die iiberfliissigen Nullen weg, erkennt man die Dreiecksform, die das Losen des
Gleichungssystems so schon vereinfacht und bei dem Newton-Ansatz immer entsteht:

6=a )
11=a+1b (10)
18 =a+2b+ 2¢c (11)

In der Gleichung (9) steht direkt die Losung fiir Parameter a: . Setzen wir dieses Zwi-
schenergebnis in die ndchste Gleichung (10) ein. ..

11=6+b (12)

...folgt daraus, dass gelten muss. Fehlt nur noch c. Dazu setzen wir die Ergebnisse fiir
a und b in Gleichung (11) ein und erhalten:

18 = 6+ 10 + 2¢ (13)

Losen wir diese letzte Gleichung nach c auf, so ergibt sich . Jetzt konnen wir alle Para-
meter im Ansatz ersetzen und erhalten als Stiitzpolynom: f(z) = 6+5(x—1)+1(z —1)(z —2).
Losen wir die Klammern auf der rechten Seite auf und fassen ein wenig zusammen, erhalten
wir:

f(x)=6+5x—5+2>— 1o — 2z +2 (14)
=x*+22+3 (15)

Wie wir sehen konnen stimmen die Stiitzpolynome der beiden Ansitze iiberein!

Der grofie Vorteil von Newton’s Ansatz ist neben der leichten Berechenbarkeit die einfache
Moglichkeit, Stiitzpunkte zu ergdnzen. Betrachten wir dazu die beiden Punkte S(4/|27) und
T'(5|62). Wie wir leicht nachrechnen konnen liegt der Punkt S auf dem Graphen des Stiitz-
polynoms (f(4) = 27), sodass sich bei der Ergdnzung dieses Punkts das Stiitzpolynom nicht
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dndert. Anders verhilt es sich jedoch, wenn wir Punkt 7" zu unseren Stiitzpunkten hinzuneh-
men. Dieser liegt nicht auf dem bisherigen Graphen des Stiitzpolynoms. Schauen wir uns an
was passiert: Der Ansatz lautet jetzt: f(z) = a+b(z—1)+c(x—1)(x —2)+d(z—1)(z—2)(z—3).
Es kommt lediglich ein Summand hinzu. Das bedeutet auch, dass sich das bisherige Glei-
chungssystem nicht dndert und nur eine neue Gleichung hinzukommt (hier Gleichung 16):

6=a 9)
11=a+1b (10)
18 =a+2b+ 2c (11)
62 =a+4b+ 12c¢ + 24d (16)

Daher dndern sich auch die bisherigen Ergebnisse fiir a, b und c nicht. Wir miissen also nur
die bekannten Werte a = 6, b = 5 und ¢ = 1 in die Gleichung (16) einsetzen und erhalten:

62 = 6+ 20 + 12 + 24d (17)

Losen wir nach d auf, folgt daraus: . Damit haben wir unser neues Stiitzpolynom ge-
funden:

f(x)=6+5(x—1)+1(x —1)(x —2)+1(x — 1)(z — 2)(z — 3)

N J/
-

Fiir die ersten drei Summanden kénnen wir auf die bisherige Zusammenfassung zurtickgrei-
fen und den letzten Summanden schreiben wir vorerst nur ab:

f(:c):x2+2x+3—|—1[(x—1)(1:—2)](x—3)

Jetzt miissen wir nur noch die drei runden Klammern auflosen. Beginnen wir mit den ersten
beiden, die bereits in eckigen Klammern eingefasst sind:

fl@)=2"+22+3+1[2° -3z +2] (z—3)
=22+ 20 +3+2°—322+22 — 322+ 92 — 6
=23 — 522+ 13z — 3

Das gesuchte Stiitzpolynom ist also [ f(z) =a® — 5a® 4+ 13z — 3].

Zur Probe konnten wir jetzt die z-Koordinaten der Stiitzpunkte einsetzen und tiberpriifen,
ob wir die passenden y-Koordinaten als Funktionswerte erhalten.

4 Approximation von Funktionen

Zuerst miissen wir kldren, was Approximationen sind und warum man diese iiberhaupt
braucht. Stell dir einmal vor du miisstest sin(50°) ohne Taschenrechner bestimmen. Oder e?
per Hand ausrechnen (e ist die Eulersche Zahl) . Natiirlich kann man nun erwidern, dass
es doch dafiir einen Taschenrechner gibt! Doch wie macht der Taschenrechner das eigent-
lich? Alle moglichen Werte im Taschenrechner zu speichern ware unsinnig. Und dann gibt
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es schliefSlich auch noch Kosinus, Tangens. .. Der Taschenrechner verwendet eine Formel, um
das Quadrat der Eulerschen Zahl ungefihr zu bestimmen. Er approximiert also den Wert’.
Beispielsweise ergibt ¢? &~ 7,389056099. Mehr als neun Nachkommastellen zeigt ein handels-
tiblicher Taschenrechner nicht an, obwohl die Zahl noch weiter geht. Bei vielen Problemen
reicht jedoch eine Genauigkeit von wenigen Nachkommastellen aus. Daher verwenden wir
Approximationen (Anndherungen).

Wie bei der Interpolation bieten sich Polynome als Ndherung an. Beispielsweise kann man
die e-Funktion approximieren durch:

PR S

T
e’ —1+1' +§+§+E+§+E+W+

Hier haben wir ein Polynom, das sich leicht berechnen léisst Setzen Wir T = 2 in die ersten
acht Summanden ein, dann erhalten wir e? ~ 1 + + + + + + + ~ 7,38. Wenn
das Ergebnis nur auf eine Nachkommastelle genau sem soll dann waren W1r schon fertig.
Die Genauigkeit des Ergebnisses steigt iibrigens, wenn wir mehr Summanden berechnen:
1+2 4+ + % + % ~ 7,38905. Doch wie kommt man auf solche Polynome? Genau davon
handeln die nidchsten beiden Kapitel.

5 Funktionsapproximation durch Interpolation

Gegeben sei die Funktion h(z) = 2*. Diese soll im abgebildeten
Bereich approximiert werden. Eine Moglichkeit der Approxima-
tion besteht darin, Stiitzstellen zu verwenden und ein Stiitzpo-
lynom nach einem der bereits behandelten Verfahren zu berech-
nen. Eine weitere Moglichkeit wird in Kapitel 6 vorgestellt. Doch
dazu spdter mehr. Betrachten wir einmal den Graphen von h(z)
und wihlen als Stiitzstellen die blau markierten Punkte P, bis P;.
Bestimmen wir dann fir P;(—1/0,5), P2(0[1), P5(1]2) und P,(2]4)
das Stiitzpolynom f(z) (entweder mit dem Standardansatz oder
dem Newton-Ansatz), so erhalten wir: f(z) = 2%+ 122+ 2z +1. — ‘ — T

Jetzt konnen wir mit diesem Polynom beispielsweise den Funktionswert an der Stelle x = 0,5
interpolieren: f(0,5) = 22 = 1,40625. Der korrekte Wert wire: h(z) = 2°° = /2 = 1,4142.. ..
Vergleichen wir die beiden Funktionswerte, dann erhalten wir mittels Dreisatz eine prozen-

tuale Abweichung von [100% — 103 2 %] ~ 0,563%:

h(0,5) = v2=100%

100
129%
\/_
45 100 45
0,5 —  —% ~ 99,43689
f(0,5) = ETRNG) 32% %

Es kann auch sein, dass der Taschenrechner e oder beispielsweise 7 als Konstante gespeichert hat.
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Die Abweichung ist sehr gering, daher erhalten wir hier ei-
ne gute Approximation (Ndherung). Untersucht man das In-
tervall [—1; 2], in dem alle Stiitzstellen liegen, genauer, dann
stellt man fest, dass die grofite Abweichung gerade mal 1,9%
betrdgt und im Durchschnitt nur 0,6%.

Doch wie sieht die Abweichung auflerhalb des Intervalls
[—1; 2] aus? Betrachten wir einmal ~(4) = 16 und f(4) = 13,
dann ergibt sich daraus eine prozentuale Abweichung (die
man leicht selbst nachrechnen kann) von 18,75%. AufSerhalb
des gewdhlten Intervalls ist die Approximation also deut-
lich schlechter. Allgemein kann man (nur) aussagen, dass
die Approximation innerhalb des Stiitzstellen-Intervalls
in der Regel besser ist als auflerhalb. Wie gut innerhalb
bzw. schlecht aufSerhalb des Stiitzstellen-Intervalls die Ap-
proximation ist, muss im Einzelfall genauer untersucht wer-
den. Dazu kann man keine allgemeingiiltige Aussage tref-
fen!

|

-

Kommen wir nun zu einer weiteren, jedoch vom Ansatz her ganz anderen Art der Approxi-

mation: den Taylorpolynomen.

6 Taylorpolynome

Gesucht ist ein Polynom, das eine Funktion an einer
Stelle z ,,gut” approximiert. Die Anndherung wird
besser, wenn nicht nur an der Stelle z, die Funk-

Y

1W

tionswerte tibereinstimmen, sondern auch die Ab- —4 —
leitungen an dieser Stelle. Die Ableitungen geben
bekanntlich die Anderungsrate an und wenn diese
auch tibereinstimmen, dann schmiegt sich das Poly-
nom besser an den Graph der Funktion an. Betrach-
ten wir dazu ein Beispiel: Hier wird die Sinusfunk-
tion durch ein Polynom p, (z) an der Entwicklungs-
stelle zy = 0 approximiert.

Im Intervall z € [—1; 1] sieht die Approximation der

Sinusfunktion durch unsere blau gezeichnete Gera- '

de ganz gut aus. Betrachten wir jedoch grofiere oder \

_9 _ T 2 3N\d

—1
’
’

kleinere z-Werte, dann sieht es eher schlecht aus! Er- _4 M 1 2 aN\d z

hohen wir jedoch den Funktionsgrad n unseres Poly-
noms, nehmen wir also anstatt der Geraden ein Poly-
nom dritten Grades, dann vergrofert sich das Inter-
vall, in dem von einer guten Approximation gespro-
chen werden kann. L

Bei einem Polynom fiinften Grades sieht die Appro-
ximation dann noch besser aus.

_9 _ 1 2 3N\d

—1
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Brook Taylor* hatte eben diese Idee, daher der Name Taylorpolynom. Auf die Herleitung des
allgemeinen Ansatzes soll an dieser Stelle verzichtet werden.

Gegeben sei eine Funktion f, die an der Entwicklungsstelle o mindestens n-mal differenzier-
bar ist. Dann lautet das Taylorpolynom n-ter Ordnung p,,(z) von f an der z:

f(n) (z0)

n!

f(QUO) f'(zo
o T (1!)

f‘//(xo)

S (= z0)* e+

( — o) +

Pn(2) = (x —20)"

Beginnen wir mit einem einfachen Beispiel: Wir wollen die Exponentialfunktion f(z) = e”
an der Entwicklungsstelle 7, = 1 durch ein Polynom zweiten Grades approximieren. Da
f(z) = e = f'(z) = -+ = f™(x) gilt, braucht man nicht mithsam die Ableitungen zu
berechnen. Das Taylorpolynom lautet daher:

pale) = Gy + yle = 1) + gyla — 1)

:e+e-(x—1)+g(a:2—2x+1)

—€+€ZE—6—|—E{E2—€$+E
B 2 2
2 2

Nehmen wir als zweites Beispiel die Sinusfunktion, also f(x) = sin(x), mit der Entwicklungs-
stelle 7o = 0 und berechnen dazu das Taylorpolynom zweiter Ordnung. Dazu bendtigen wir
die ersten beiden Ableitungen: f/(x) = cos(z) und f”(x) = —sin(z).

pa(z) = sir(l)(!O) N coiEO) (x—0)+ = 512r'1(0) (z — 0)?
=041z -0

Wir erhalten in diesem besonderen Fall ein Polynom ersten Grades und es gilt: pi(z) =
p2(z) = . Das Taylorpolynom zweiter Ordnung stellt also keine Verbesserung zum Tay-
lorpolynom erster Ordnung dar. Wie man leicht selbst nachrechnen kann ergibt sich nur bei
ungerader Ordnung eine Verbesserung: ps(z) = —ga® + .

Wie gut die Approximation des Taylorpolynoms in der weiteren Umgebung von der Ent-
wicklungsstelle z, ist, hdngt sehr stark von der Funktion f ab und kann hier pauschal
nicht beantwortet werden!

4 Brook Taylor (* 1685 in Edmonton, Middlesex, 1 1731 in Somerset House, London) war ein britischer Mathema-
tiker.
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7 Spline-Interpolation

Zur Konstruktion von Spanten (tragende Bauteile zur Verstarkung des Rumpfes bei Boo-
ten) wurden friiher elastisch biegsame Latten verwendet, sogenannte Straklatten (engl. spli-
nes). Wegen der Elastizitdt des Materials entstand eine Biegelinie mit kleinster Gesamtkriim-
mung. Betrachten wir dazu ein Beispiel:

1r4
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Die Abbildung zeigt in schwarz einen Querschnitt eines Bootes. Zu den vier eingezeichneten
Punkten soll ein Polynom dritten Grades (hier bereits in blau und gestrichelt eingezeichnet)
bestimmt werden, um den Kurvenverlauf zu approximieren. Wie man selbst nachrechnen
kann, ergibt sich als Interpolationspolynom f(z) = £a* — 2222 + £z — 3. Vergleichen wir
das Original (in schwarz) mit der Losung (gestrichelt und in blau), dann sehen wir, dass
dieser Ansatz vollkommen unbrauchbar ist, da die Abweichung zwischen den ersten beiden
Punkten viel zu grof ist! Ubrigens: da das Boot achsensymmetrisch ist, reicht der Ansatz fiir

eine Seite (hier die rechte). Fiir die linke Seite kime als Lésung heraus: f(x) = —iz3 — 1552 —

72 72
85
5L — 3.

Hier muss daher ein neuer Ansatz her: Jeweils zwischen zwei Stiitzpunkten wird eine ku-
bische Teilfunktion modelliert, sodass die Gesamtfunktion stetig, differenzierbar und eine
minimale Gesamtkriimmung aufweist:

si(r) =ad + b’ + g +d; fir0 <z <6
s(x) = ¢ s9(x) = apw® + boa® + cox +dy  flir6 <z < 8
s3(x) = azz® + b3x® +czr +dy fir8 <z <9

Das Verfahren ist deutlich aufwendiger, da bereits bei vier Stiitzpunkten 12 Parameter be-
rechnet werden miissen. Dazu miissen folgende Bedingungen bzw. Gleichungen erfiillt sein:
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(1.) s(z) soll stetig sein, das heifst es darf keine Sprungstellen geben oder anders formuliert:
an den Anschlussstellen (6 und 8) der Teilfunktionen miissen die Funktionswerte tiber-

einstimmen.
e 51(0)=dy =-3 o 55(8) = 512as + 64by + 8¢y + dy = 3
e 51(6) = 216a; + 36b; + 6¢; +dy =0 o 53(8) = 512a3 + 64b3 + 8cs + d3 = 3
o 55(6) = 216as + 36by + 6co + dy = 0 e 53(9) = 729a3 + 81b3 + 9c3 + ds = 9

(2.) s(z) soll differenzierbar sein, folglich miissen an den Anschlussstellen die ersten Ablei-
tungen iibereinstimmen. Dadurch ergibt sich ein knickfreier Ubergang.

o 5/(6) = 108a; + 12b; + ¢; = 108as + 12b + ¢ = 54(6)
° 8,2(8) = 192&2 + 16b2 + Cco = 192&3 + 16b3 +c3 = 83(8)

(3.) Anden Anschlussstellen soll die Kriimmung iibereinstimmen, daher miissen die zweiten
Ableitungen an diesen Stellen gleich sein.

o {(6) = 3641 + 201 = 36a +2by = 55(6) e 55(8) = 48ay + 2by = 4845 + 2bs = s§(8)

(4.) Da die Biegelinie am Anfang und am Ende ungekriimmt verlduft, muss dort die zweite
Ableitung null sein.

e s7(0)=2b, =0 e s47(9) =5daz +2b3 =0

Zu Fuff wird man das beschriebene Gleichungssystem kaum losen wollen, daher bietet sich
der FEinsatz eines grafikfahigen Taschenrechners (GTR) oder eines Computer-Algebra-Systems
(CAS) an. Deswegen wird hier auch auf den Losungsweg verzichtet. Fiir die Praxis sind ku-
bische Splines und auch Bézierkurven (auf die hier nicht eingegangen werden konnte) jedoch
weitaus wichtiger als der Standardansatz aus Kapitel 2 oder der Newton-Ansatz aus Kapitel
3! Allerdings werden diese Probleme nicht mehr ohne Rechnerunterstiitzung gelost.

Der Vollstandigkeit halber zum Abschluss noch die Losung:

_ 1.3 ,16 "
51(2) = —1g77° + 37 —3 flir0 <z <6
_ 73,3 3332 , 1015, 2067 g
s(r) = < so(x) = 15y’ — SPa% + P — 200 fur6<ax <8
35,3, 9452 4097 11565  fis
s3(r) = =’ + Pt — gt + g2 fur8 <z <9
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8 Ubungsaufgaben

8.1 Stiitzpolynome

Bestimmen Sie fiir folgende gegebene Punkte das Stiitzpolynom (Standardansatz oder New-

ton-Ansatz):
a) Pi(=2[—1), B(=1[1), P5(3]4)

C) P1

(—

b) Pi(—5[12), P(—2(3), P5(3(8), P4(5[17)
(—2]22), P»(0|4), P5(2]10), Py(4]16)
(—

d) P,

3| = 5), Po(—1|2), P5(2] —4), P4(5]23)

e) P1(—2[8), P»(0]1), P;(2| —4) und erweitern Sie bei dieser Teilaufgabe ihren urspriinglichen

Ansatz um Ppe, (4| — 13)

8.2 Taylorpolynome

Bestimmen Sie zu den gegebenen Funktionen f das zugehorige Taylorpolynom an der jewei-

ligen Entwicklungsstelle .

a) f(x)=sin(z); x9=m Ordnung:1
b) f(x)=cos(x); xy=0; Ordnung:2
c) f(x) =z, xy=2; Ordnung:1

(z)
(z)
(z)
d) f(z) =2 x=0; Ordnung:?2
e) f(z) =e*’; x=0; Ordnung: 4
(z)

f) f(x) =¢€" x9=1, Ordnung:2

10
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9 Losungen

9.1 Stiitzpolynome

a) Parameter beim Newton-Ansatz:a = —1,b=2,¢c = —1—11
flo)=—12° + o+ 3
b) Parameter beim Newton-Ansatz: a = 12, b= —3,c = %, d=0

f(@) =32* 4+ 32 +2
Hinweis: Da der Punkt P, auf dem gesuchten Stiitzpolynom liegt, ergibt sich nur ein Po-
lynom zweiten Grades und nicht wie erwartet ein Polynom dritten Grades!

) Parameter beim Newton-Ansatz: a = 22,b= —9,c=3,d = —3
flx)=—32% 43—z +4

d) Parameter beim Newton-Ansatz:a = —5,b=1,c= -1l =1

11,.3 11 .2 41 E 30
f(x) = 550° — 550° — o

e) Parameter beim Newton-Ansatz: a =8,b= —I,c¢=1, [d = —1]
f(x) = +2® — 3z + 1 und nach der Erweiterung: f(z) = —z2% 4+ 12 — 3z + 1

9.2 Taylorpolynome

a) pi(z) = —x+m
b) po(z) = —32% +1

c) pi(x :\/T§x+¢?§

M. Ivens

11



@’ Interpolation und Approximation von Funktionen

10 Austiihrliche Losungen

10.1 Stiitzpolynome

a) Standardansatz f(z) = ax? + bz + ¢

4a — 2b + 1le = -1 4a — 2b + 1lc = —-1|®
la — 16+ 1c = 1 la — 10+ 1c = 1|@
9a + 3b+ 1lc = 4 9a + 3b + 1c = 4|®
- da — 20+ lc = —1 - 3a — 1b = -2|@0=0-©
g 2b — 3¢ = —5 E 8a + 4b = 3/6=0-0
TR :
g 3 9 9 s
2 2 20a = —5|©=0+4-@
© 20 — 3c = =5 L =b=5
8. _ 20
— 3¢ ="3 = c=5/2
= c=5/2
= b =51
=a=—1

= [f(a:) =—zz?+ 2z + g]

Newton-Ansatz f(z) =a+b(x +2) +c(z+2)(z+ 1)

—1l=a
l=a+1b =b=2
4 = a+ 5b+ 20c =c=—1/4

fla) = ~1+2+2) — g [(@+2)(@ +1)

1
= —1+2z+4—;|2"+32+2]

1 3 1
=—-1+4+2 4— —g? - Zp— =
+ 2x + 4x 4x 5

= [f(x) =12+ 3+ 3]

12
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Interpolation und Approximation von Funktionen @’

b) Standardansatz f(z) = ax® + ba? +cx +d

—125a + 250 — bS5¢c+ 1ld = 12

—8a+ 4b— 2+ 1d= 3

27a + 9+ 3c+ 1d = 8

125a + 250+ Hec+ 1ld = 17

—125a + 256 — 5S¢+ 1ld = 12

— 373b + 265c — 143d = —341

. 6620 + 85c+ 53d = 49
=

£ 50b + 2d = 29

> 1250 + 25b— S5e4+  1d = 12

E — 371b + 261c — 143d = —341

o 31i¢ — 113d = —72

26%c — 134d = —134

—125a + 250 — S5¢c+ 1ld = 12

— 373b + 265c — 143d = —341

31i¢ — 113d = 72

45d = 83

=d=2=c=12=b=12=a=0

—125a 4+ 25b — 5S¢+ 1d =1
—8a + 4b— 2c+ 1d =
27a + 9b+ 3c+ 1ld =
125a + 260 + bHe+ 1d =1

—117a + 21b — 3¢ =
35a + 5b + be =
250a + 10c =

-39 + 7b— lc =

= N1 W Ut —] 00 W
i
S
®

Additionsverfahren

49a + Tb+ Tc = 7|®="/5-®

50a + 2c = 1|@=15®@

50a + 2c = 1@

88a + 8¢ = 4/@=0-6

50a + 2c = 1@

22a + 2c = 1|®=1/+®
| 28a = 0|©=0-®

=a=0=c=lo=b=12=d=2

= [f(w) = %xQ + %x + 2]
Hinweis: Da der Punkt P, auf dem gesuchten Stiitzpolynom liegt, ergibt sich nur ein
Polynom zweiten Grades und nicht wie erwartet ein Polynom dritten Grades!
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@’ Interpolation und Approximation von Funktionen

Newton-Ansatz f(z) =a+ b(x +5) + c(z +5)(z + 2) + d(z + 5)(z + 2)(z — 3)

12 =a

3=a+3b =b=-3
8 = a+ 8b+ 40c =c=1/
17 = a + 10b + 70c + 140d =d=0

f(x):12—3(x+5)+%[(x+5)(x+2)} 10 (24 5)(x +2)(z —3)
:12—3x—15+%[x2+7x+10]

1 7
:12—3x—15+§x2+§x+5

— (/@) = 3a®+ 2+ 2]

Hinweis: Da der Punkt P, auf dem gesuchten Stiitzpolynom liegt, ergibt sich nur ein
Polynom zweiten Grades und nicht wie erwartet ein Polynom dritten Grades!
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Interpolation und Approximation von Funktionen

c) Standardansatz f(z) = az® + ba? + cx +d

—8&a + 4b — 2¢c+ 1d =22

8a + 4b+ 2c+ 1d =10

64a + 16b + 4c + 1d =16

1d = 4

é —8a + 4b— 2¢c+ 1d =22
E 8b + 2d =32
5 6b — 1ic +11d =24
3 1d = 4
3] —8a+ 4b— 2+ 1d =22
8b + 2d =32

2¢ + %d: 0

1d = 4

=d=4=c=-1=b=3=a=-1)2

—8&a + 4b — 2¢ + 1d = 22|®
8a + 4b + 2¢ + 1d =10|®
64a + 16b + 4c + 1d = 16|®

g 1ld = 4|®in @©, @, @ einsetzen
=
E —8a + 4b — 2c = 18|®
g 8a + 4b + 2¢ = 6|®@
3 32a + 8b + 2c = 6/@=1/2-®
<

’ 24a + 12b = 24|®=0+®

8b = 24|®=0+®@

=d=4=b=3=a=-12=c=—-1

= [f(x) = —12% + 3a? —:L‘—|—4]

Newton-Ansatz f(z) =a+b(x +2) + c(v + 2)z + d(x + 2)z(z — 2)

22=a

4=a+2b =b=-9
10 =a+4b+ 8¢ =c=3
16 = a + 60 + 24c + 48d =d= -1/

f(@)=22—-9(x+2) + 3[(z + 2)z] — %[[(a: +2)z](z — 2)}

1
:22—9x—18+3$2+6x—5[[:v2+2x]($—2)}
1
:3952—3:(:—1-4—§[x3+2x2—2x2—4x]
2 1 4
=3 —3x+4—§$ + 2x

M. Ivens
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Interpolation und Approximation von Funktionen

d) Standardansatz f(z) = ax® + ba? +cx +d

16

—27a 4+ 9b— 3¢+ 1d = -5
—la+ 10— 1lc+ 1d = 2
8a+ 4b+ 2c+ 1d= —4
125a + 250+ 5S¢+ 1d = 23
—27a+ 9% — 3¢+ 1d= -5
— 18b 4 24c— 26d = —59
. 223b + 33c + ;léd = —1&1%
2 23
> —2Ta+ - 3¢+ 1d= -5
E — 18b+ 24c— 26d = —59
e 27c — 223d = —731
212¢ — 2432d = —595
—27a+ 9% — 3c+ 1ld= -5
— 18+ 24c — 26d = —59
27c — 223d = —73%
8:5d = 0
=d=0=c=—-415=b=—-130=a=1/3
—27a 4+ 90 — 3¢+ 1d = —5|®
—la+ 1b—1c+1d = 2|@
8a 4+ 4b+ 2c + 1d = —4|®
1250 + 25b + 5¢ + 1d = 23|®
—26a + 8b — 2¢ = —70=0-@
9a + 3b + 3¢ = —6|®=03-@
. 152a + 16b + 8¢ = 28|@=@-0
E:
£ —78a + 24b — 6¢ = —21/6=3-6
2 18a + 6b + 6¢ = —12|®=2-6
£ 114a + 12b + 6¢ = 21|@=3/1@
o
< —60a + 30b = —33|®=6+6
36a + 36b = 0/0=6+®
20a — 10b = 11|®=-1/30®
10a + 10b =  0|®=513-@
| 30a = 11|©0=0+®
=a="s=b=—-1"30=>c=—-4/15=d=0
11,..3 11,.2 41
= [f(z)—%l" 307 _1_51']
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Interpolation und Approximation von Funktionen

A9

Newton-Ansatz f(z) =a+b(x +3)+c(z+3)(z+ 1) +d(z+3)(z+1)(z — 2)

M. Ivens

—-5=a
2=ua+2b =b=7/
—4=a+5b+ 15¢ = c= —11/10
23 = a + 8b + 48¢ + 144d = d = 11/30
7 11 11
@) ==5+5@+3) - @ +3)@+ )] + 3o |[@+3) @+ V] (@ - 2)]
7 21 11 11
:—5+§x+7—1—0[:L‘2+4x+3]+%[[m2+4x+3](x—2)]
721 11 22 33 11
S SR s S —[3 422 + 3z — 202 — 8 —6}
—|—2x—|—2 1095 591; 10+3Ox—|—:€—|—:c T T

11, 9 11 1lr, _,
. B A R 2 —5—@

0" "1 +zm[x et o

11, 9 11 11, 11, 11 11
e el Wl Wbl il

10 10 5 30 15 6 3]

17
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Interpolation und Approximation von Funktionen

e) Standardansatz f(z) = az? + bz +c¢

18

f(z) =az® +ba® +cx +d

4a — 2b+ 1lc = 8 —8a+ 4b— 2¢c+ 1d = 8
g 4a + 2b + 1lc = —4 3 Qa + 4b+ 2¢c+ 1d = —4
£ le = 1 £ 64a + 16b + 4c+ 1d = —13
go da — 2+ 1¢ = 8 %o d= 1
< —4b = 12 < —8a+ 4b— 2+ 1d = 8
Y le = 1 S 8b T2 = 4
=c=1=b=-3=a=11 6b—1%c+1%d: 6%
d= 1
—8a + 4b— 2¢c+ 1d = 8
8b + 2d = 4
2c+ 1d =-41
d= 1
=>d=1=c=-5=b=11
=a=—1/8
£ 4a — 2b + 1lc = 8|@® g —8a + 4b—2¢c+ 1d = &|®
5| |40 +2b+ 1c = —4|@ 3 8a 4+ 4b+ 2+ 1d = —4|@
g le = 1|@in®, @] ¢ 64a + 16b + 4c + 1d = —13|®
E £ d = 1®in®, @0
£l [8a = 2/@=0+@ || £
3 sc=l=a=Va=b=-3 || % 48a + 8b = —4|®=0-2-0
8b =  2|®=0+@

>d=1=b=Y1i=a=—-1s=c= -5

= [f(x) =127 -3z + 1J

Newton-Ansatz f(z) =a+b(z+2)+c(z+2)x

= [f(x) =¥+ 22 — 3z + 1]

flx) ="+ +dx+2)x(x —2)

8=a
l=a+2b =b=—-7/2
—4=a+4b+8 =c=1

7 1
f(x):8—§(x+2)+1[(x+2)x]
7 1
=8-3 —7—1—1[:52—1—295}

7 1 1
1

—13=a+6b+24c+48d =d= —1/3

f(@) == <[z +2)a] (@~ 2)]
:[12 + 2z (z — 2)}

-ZL‘3 + 222 — 227 — 4x}

0| —CO| —Oo| oo

= 495}

L2 1o g !
= - — o5 — = —Z
4 8" 2

- [f(if) = —32° + 2% — gx—i—lJ
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Interpolation und Approximation von Funktionen @’

10.2 Taylorpolynome

a)

b)
f(z) = cos(x)
f'(x) = —sin(z)
f"(x) = —cos(x
o) = CO(S]§O> B SlIi(!O)( - CO;EO) (z — 0)?
L,
__l 2 1
= Qx +
<)
fl) =V
, 1
flla) =5~
L
Z\/§+\/T§(m—2)
=v2+ \/Tgx—g
V2 V2
:T$+7

19
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@’ Interpolation und Approximation von Funktionen

d)
fla)=e™
fl(z) = =27
f”(l') — 46—2x
eV 2" 4e°
pa(z) = o T<x —0)+ j(x —0)°
=1— 21+ 227
=2r* - 2r +1
e)
fle) =€
f(z) = —2xe™™
fl(x) = =27 — 2z - (—2z)e™™ = —2¢7 4 dae™ = (42 —2) e
F"(x) = 8ze™™ + (42 — 2) (—2z)e™" = 8re™™ — 8ade™™ 4 dze ™ = (—8z" + 12x) e
fD(2) = (—242” + 12) e+ (—8z° + 122) (—2z)e ™ = ... = (162" — 482* + 12) e
10 2 , 0 , 12 )
Pi@) = =0 - e 024 D@0+ 2w 0)
1
= 1+O—$2+O+§x4
1
= 5374 — 22 +1
f)
fla) = == fOa) =
e e e
pg(l’) = a + F(I — 1) + 5(@’ — 1)2
:e—i-ex—e—i-g(xQ—Qx—i-l)
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Interpolation, 1
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interpolieren, 1

Intervall, 6

knickfrei, 9
Koeffizient, 1
Kriimmung, 9

Multiplikation, 1
Newton, Isaac, 2

Parabel, 1
Parameter, 3
Polynom, 1
Potenz, 1

Rechenaufwand, 2

Spline, 8
Spline-Interpolation, 8
Sprungstelle, 9
Stiitzpolynom, 2—4
Newton’sches, 2
Stiitzpunkte, 1

Stiitzstelle, 2
Standardansatz, 1
allgemein, 2
stetig, 8, 9
Summand, 4

Taylor, Brook, 7
Taylorpolynom, 6
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