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1 Die Matrix

Zuerst miissen wir kldren, was wir unter einer Matrix verstehen wollen. Dazu die Definition:

o
'@'Deﬁnition 1
Eine Matrix ist ein rechteckiges Zahlenschema mit m Zeilen und n Spalten (m,n € IN).

apn  Adipp o Aip

a1 dyp -+ Ay
A=

Am1 Am2 ** Amn

a;; € R ist das Element in Zeile i und Spalte j (i,j € IN).

Ein praktisches Beispiel wire eine Entfernungstabelle wie man sie aus Atlanten kennt:

=
<
&
- =
bl
c [«b]
S| 8| € |5
Luftlinie (km) — § g 5| 8
1 < | @ |2 | =
Aachen 0 | 316 | 198 | 494
Bremen 316 0 330 | 583
Frankfurt/Main 198 1330 | 0 | 305
Miinchen 494 | 583 | 305 0

0 316 198 494
316 0 330 583
198 330 0 305
494 583 305 O

In Matrixschreibweise: A =

1.1 Besondere Matrizen

3 1 2 3 1 4 2 0 O
00 10 1 2
B=|5 4 3|,C=|1 -5 2|,D= , E = ,F=10 —4 0|,G=
00 01 0 —4
7 —2 8 4 2 7 0 0 5

Die Matrix B ist eine gewthnliche quadratische Matrix. Sie besitzt genauso vielen Zeilen wie Spal-
ten. Aund C sind symmetrische Matrizen. Matrix D ist eine Nullmatrix und E eine Einheitsmatrix.
F ist eine diagonale Matrix und G eine obere Dreiecksmatrix.

M. Ivens
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1.2 Vektoren

Die bisher kennengelernten (Spalten-)Vektoren sind iibrigens auch besondere Matrizen: ndmlich
m x 1-Matrizen (m € N).

2 Rechnen mit Matrizen

Fiir das Rechnen mit Matrizen gelten dhnliche Gesetze wie fiir die reellen Zahlen. Welche das sind
und welche nicht fiir Matrizen gelten wird im Folgenden nédher betrachtet.

2.1 Die Addition von Matrizen

Zwei Matrizen mit der gleichen Ordnung, das hei3t beide haben gleich viele Zeilen und gleich viele
Spalten, konnen elementweise addiert werden.

-@"Deﬁnition 2
3 Aund B seien zwei m x n Matrizen. Dann gilt: A+ B = (ai]- + bij)

~

p
) Beispiel 1

1 2 3 -6 1 —7
Gegeben sind die beiden 2 x 3-Matrizen A = (4 6) und B = ( 8 2 9 ) Da beide Ma-

-5 3 4
12 -3 15

- J

trizen die gleiche Ordnung haben, konnen sie addiert werden: A+ B = (

Fiir die Addition gilt tibrigens auch das Kommutativgesetz. Das heil3t die Reihenfolge kann bei der
Addition vertauscht werden. Spéter werden wir sehen, dass das fiir die Multiplikation im Allgemei-
nen jedoch nicht gilt.

2.2 Vervielfachung von Matrizen

Das r-fache einer Matrix erhdlt man, indem man jedes Element der Matrix mit r € R multipliziert.

-\@"Deﬁnition 3
3 Gegeben ist eine Matrix A und ein Faktor r € R. Dann gilt: r- A = (r -a; j)

M. Ivens
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%Beispiel 2
o . 1 2
§ Gegeben sei die 2 x 3-Matrix A = (4

3 . 1,5 3 45
.- .Dannist1,5-A= .

6 —75 9

2.3 Die Multiplikation von Matrizen

P
@Nicht jede Matrix kann mit jeder Matrix
A

Nicht jede Matrix kann mit jeder anderen Matrix multipliziert werden. Die Anzahl der Spalten
der ersten Matrix (1. Faktor) muss mit der Anzahl der Zeilen der zweiten Matrix (2. Faktor) iiber-
einstimmen. Also, wenn die erste Matrix A eine m x n-Matrix ist, dann muss die zweite Matrix
B eine n x k-Matrix sein, wenn diese miteinander multipliziert werden sollen (m,n,k € IN). Das

Produkt ist dann eine m x k-Matrix.
g /

ﬁlA ‘B#B-A
Die Matrizenmultiplikation ist im Allgemeinen nicht kommutativ: A- B # B- A. Es gibt jedoch
Ausnahmen: Beispielsweise ist die Multiplikation von zwei Diagonalmatrizen kommutativ.

4 1
Ein konkretes Beispiel: Wir wollen die Matrizen A = ( b2 3) und B=| 3 —7 | in dieser Rei-
6 5 5 &
henfolge miteinander multiplizieren. A ist eine 2 x 3-Matrix und B eine 3 x 2-Matrix. Die Anzahl der
Spalten der ersten Matrix stimmt mit der Anzahl der Zeilen der zweiten Matrix {iberein. Wir kon-
nen also beide Matrizen miteinander multiplizieren und erhalten als Ergebnis eine 2 x 2-Matrix. Zur
Berechnung hat sich das falksche Schema (benannt nach Sigurd Falk) bewéhrt:

. !
X 4 1 4 1 4
2x3" 3 -7 3 -7 3 -7
2 6 2 6 2 6
1 2 3 11 Ci2 - 1 2 3| - 1 2 3 C12
(—4 6 5) (021 022) —4 6 5 —4 6 5
l
4 1 4
3 -7 3 -7
2 6 2 6
1 2 3 1 2 3
— C1 — —4 6 5 Coo

M. Ivens
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Um beispielsweise c;; zu berechnen, wird das Skalarprodukt der ersten Zeile der Matrix A mit der
ersten Spalte der Matrix B berechnet: ¢;; = 1-4+42-3+3-(—2) = 4. Fiir ¢;, wird das Skalarprodukt der
ersten Zeile der Matrix A mit der zweiten Spalte der Matrix B berechnet: ¢jp =1-1+2-(—=7)+3-6 =
5.0 =—4-44+6-3+5-(—2) = —8und ¢y = —4-14+6-(—7) +5-6 = —16 werden entsprechend
berechnet.

p
) Beispiel 3

4 1
1 2 3
Gegeben sind die Matrizen A = ( 5 5) und B =| 3 —7 |. Dann ist das Produkt C =

-2 6

1

3 7
4 B

A-B= —2 6
—8 —16

1 2 3| 4 5

-4 6 5|—-8 -16

Wird die Reihenfolge der Faktoren vertauscht, dann erhalten wir als Ergebnismatrix:

1 2
0 14 17 —4 6
C=B-A=| 31 -—-36 —26 4 1 0 14 17
—26 32 24 3 —7| 31 -36 -—26
-2 6 |—26 32 24

An diesem Beispiel sieht man auch, dass A- B # B- A ist!

2.4 Rechengesetze fir Matrizen

( )

/“ Satz 1: Rechengesetze
Es seien A eine m x n-Matrix, B auch eine m x n-Matrix, C eine n x k-Matrix und D eine k x p-
Matrix mit m,n,k,p € N und r,s € R. Dann gelten u.a. folgende Gesetze:

[1] A+ B=B+A Kommutativgesetz der Addition
[2.] r-A+s-A=(r-s)-A  Distributivgesetz
[3.] (B-C)-D=B-(C-D)  Assoziativgesetz
[4.] (r-B)-(s-C)=(r-s)-(B-C)  Assoziativgesetz

[5.] (A+B)-C=A-C+B-C  Distributivgesetz

Anmerkung: Normalerweise miissen Sédtze in der Mathematik bewiesen werden. In diesem Doku-
ment wird jedoch darauf verzichtet, da es den Rahmen sprengen wiirde.

Pians

M. Ivens



Matrizen und lineare Abbildungen & ’

2.5 Ubungsaufgaben

P
55 Aufgabe 1
Berechnen Sie die Summe, Differenz oder das Produkt folgender Matrizen:

-2 5 —6 1 4 1 2
A: ,B: ,C:
(3 —4) (—9 7) (—3 8 —5)
a) A+B ) A—B e C+A g A-B ) A-C

b) B+ A d B-A f) B—C h) B-A j) C-B

Beachten Sie, dass die Addition bzw. Subtraktion nur bei Matrizen gleicher Dimension durch-
gefiihrt werden kann! Auch eine Multiplikation ist nicht immer definiert. Lsg. aufs. 36
/

p
Q/‘Hinweise zur Benutzung des Taschenrechners CASIO fx—-991DE PLUS

Uber | MODE @ konnen bis zu drei Matrizen: MatA, MatB, MatC eingegeben werden. Nach
der Auswahl einer Matrix muss noch die Dimension festgelegt werden. Die Eingabe von Wer-
ten erfolgt wie gewohnt und wird jeweils mit (=) abgeschlossen. Anschliefend verldsst wieder

man den Eingabemodus mit und kann mit den eingegebenen Matrizen Berechnungen

durchfiihren. Beispielsweise berechnet die Eingabe (=)das

Produkt der Matrizen A und B. Die Summe und die Differenz kann man ebenfalls berechnen,
indem man den Operator | x ) entsprechend austauscht.

M. Ivens
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3 Die Determinante einer Matrix

Jedem Vektor wurde bisher eindeutig eine Zahl zugeordnet, ndmlich seine Linge. Jeder quadrati-
schen Matrix kann ebenfalls eindeutig eine Zahl zugeordnet werden: ihre Determinante. In der Schu-
le reichen in der Regel Determinanten fiir 2 x 2- und 3 x 3-Matrizen aus. Die geometrische Bedeutung
spielt erst bei linearen Abbildungen eine Rolle. Daher wird hier zunédchst nur gezeigt wie Determi-
nanten berechnet werden.

(\ ! 7 \
~( Definition 4
Sei A eine 2 x 2-Matrix, dann ist die Determinante
apn a2
det(A) =|A| = = a4y - Ay —ag) - Ayp.
azy dz
Merkregel: , Produkt der Hauptdiagonalen minus Produkt der Nebendiagonalen.“
L Anmerkung zur mathematischen Schreibweise: Anstatt det(A) kann auch |A| verwendet werden. )
( )
) Beispiel 4
s . —2
Gegeben ist die Matrix A = A
s o . 1 -2
Dann ist die zugehorige Determinante det(A) = _ 1-4—3-(=2)=10
- J/

Wie kdnnen wir nun die Determinante einer 3 x 3-Matrix A berechnen? Hierfiir bietet sich folgendes
Schema an, um nicht unnétig eine lange Formel auswendig zu lernen oder in der Formelsammlung
ap; a2 diz\apn ap
zusuchen: | a,; axy ax3 |ar a
a3y dsz dsz ) ds) dsp
Die ersten beiden Spalten werden einfach an die Matrix ,,angehédngt“. Anschliefend addieren wir die
drei Produkte der Hauptdiagonalen und subtrahieren davon die drei Produkte der Nebendiagonalen:

a ap aiz|an a;z a diz ayz|an axz al apz az|an a;z ann apz aiz|an a;z al a2 apz|an a;z a diz ayz|apn az
az) dzp dzz|daz az dzy dzp dzs|dazy aze dzy dzp azs|daz az az) dzp dzs|dzr az daz) dazy azs|az az a1 dzp dpzz|dzy az
asy dasz dsg | d4sy as as) dasz dass | dsy asy asy asz ass | dsy asp as) asy ass|asy asz asy dasp ass | ds1 asz as] dasy dsg | dasy as
(a11-az-asz) + (a12-az3-az1) + (a13-az1-asz) - (az1-azz-ai3) - (asz-azs-arr) - (ass-az1-aiz) = det(A)
f\ \ )
-@'Deﬁnition 5
Sei A eine 3 x 3-Matrix, dann ist die Determinante
det(A) = a11022033 1 Q12023031 + Q13021 A3 — A31 022013 — A3203011 — A33021 412
Merkregel: , Die ersten beiden Spalten anhdingen, dann die Produkte der Hauptdiagonalen ad-
dieren und davon die Produkte der Nebendiagonalen abziehen.“
\§ J

M. Ivens
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fNicht iibertragbar!

" Die beiden vorgestellten Schemata lassen sich nicht auf Matrizen héherer Ordnung iibertra-
gen! In diesen Fillen ist der Entwicklungssatz von Laplace anzuwenden, der hier jedoch nicht
thematisiert wird.

Ein ausfiihrliches Zahlenbeispiel macht es noch einmal deutlicher. Gegeben sei eine Matrix B =

(1
6

\8

(1 2 3\1 2

6 4 |6 5. Anschlielend addieren wir die drei Produkte der Hauptdiagonalen und subtrahie-
\8 7 9)8 7

ren davon die drei Produkte der Nebendiagonalen:

123|112 123|112 123|112 123|112 12312 12312

65465 65465 65465 65465 65465 65465

87987 87987 87987 87987 87987 87987

(1-5-9) + (2-4-8) + (3-6:7) — (8:5-3) — (7-4-1) — (9-6:2) =-21

4 . Auch hier hdngen wir die ersten beiden Spalten hinten an die Matrix:

(2 \CRENEN BN G2 BN \S)
©
N——

( N
) Beispiel 5
1 2 3
Gegeben ist die Matrix B=| 6 5 4 [.Dannistdie zugehorige Determinante
8 79
1 2 3
det(B)=||6 5 4||=1-5-94+2-4-84+3:6-7—8-5-3—7-4-1—-9-6-2=-21
8 79
- J/
( )
) Beispiel 6
—2 4 5
Gegebenistdie Matrix C=| —1 1 3 |[.Dannistdie zugehorige Determinante
2 5 =2
§ det(C)=—2-1-(-2)+4-3-2+5-(-1)-5—2-1-5—5-3-(—2)—(—2)-(—1)-4=15

M. Ivens
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( N
:5 Aufgabe 2
-1 2 4
Berechnen Sie die Determinanten folgender Matrizen: A = (_32 _54), B=|3 -5 2|,C=
1 6 5
3 —5 2 —2 3 7
-1 2 4|lundD=|4 -6 -—14 Lsg. auf . 36
1 6 5 -6 9 21
\\§ /

Bei den Matrizen B und C aus Aufgabe 2 féllt auf, dass sie sich nur durch die ersten beiden Zeilen un-
terscheiden. Diese wurden vertauscht. Wird eine Zeilen- oder Spaltenvertauschung vorgenommen,
dann dndert sich bei der Determinante nur das Vorzeichen. Werden zwei Zeilen- oder Spaltenvertau-
schungen vorgenommen, dann dndert sich zweimal das Vorzeichen der Determinante usw.

/" Satz 2: Zeilen- oder Spaltenvertauschungen bei Matrizen
Werden n Zeilen- oder Spaltenvertauschungen einer Matrix vorgenommen, dann dndert sich
nur das Vorzeichen der Determinante um den Faktor (—1)".

AuBerdem féllt bei der Matrix D aus Aufgabe 2 auf, dass die Zeilen linear abhéngig voneinander sind.

i/"Satz 3: Linear (un-)abhingige Zeilen/Spalten )
Sind zwei Zeilen oder Spalten einer Matrix linear abhéngig voneinander, dann ist die Determi-
nante der Matrix Null.

Wenn alle Zeilen bzw. Spalten einer Matrix linear unabhingig sind, dann ist die Determinante
ungleich Null.

. /

4 N\
/" Satz 4: Nullzeile/-spalte
L < Sind alle Elemente einer Zeile oder Spalte einer Matrix Null, dann ist ihre Determinante Null. )

/ Hinweise zur Benutzung des Taschenrechners CASIO fx—-991DE PLUS
Zuerst muss beispielsweise die Matrix A—wie auf Seite 7 beschrieben wurde — eingeben werden.

Anschliefend kann mit (=] die Determinante der Matrix A

berechnet werden.

M. Ivens
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4 Die Inverse einer Matrix

.
-@'Deﬁnition 6

Eine n x n-Matrix A~! heilt genau dann inverse Matrix zu A, wenn A-A™' = A™1. A = E,, gilt,

wobei E,, die n x n-Einheitsmatrix ist. )

4 N
Satz 5: Inverse einer Matrix
Jede (quadratische) Matrix, deren Determinante ungleich Null ist, besitzt eine Inverse. Hier gilt
auch die Umkehrung: Existiert eine Inverse, dann ist die Determinante der Matrix ungleich
Null.

. /

10
Eine Moglichkeit die Inverse A~ einer Matrix A = L 2 zu berechnen, ist die parallele Anwendung

des GauB3-Algorithmus sowohl auf die Matrix A als auch auf deren Einheitsmatrix mit der gleichen

Dimension:
F 69
o 2)
o 1)

In der linken Spalte wird die Matrix A schrittweise in eine Einheitsmatrix umgewandelt. Die da-
zu notwendigen Operationen werden jedoch auf beide Matrizen gleicherma8en angewendet. Da-
bei entsteht auf der rechten Seite aus der Einheitsmatrix die gesuchte zugehorige Inverse. Hier ist:

Lo 1 0
Al ( 1 1)- Wie man leicht selbst nachrechnen kann gilt A™!- A= E, = (0 1)-
2

|

P
/" Satz 6: Inverse einer 2 x 2-Matrix

a a
Ist die Determinante der Matrix A = ( 1 2

e Gpp  —ap2
" det(A :
et(4) —dy dn

nicht Null, dann gilt:
azy a2

( )
) Beispiel 7
. . . 1 3 1 2 -
Gegeben seien die Matrizen A = 411 und B = = 10) Da det(A) = —1 # 0, existiert
. 4 1 (11 =3 —-11 3 TP L
eine Inverse: A~ = = s 171 4 Ll Da det(B) = 0, existiert fiir diese Matrix keine
Inverse; erkennbar auch an der linearen Abhéngigkeit der Zeilen bzw. Spalten.

- J/

M. Ivens
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( A
) Beispiel 8
11 4
Gesucht ist die Inverse A~! der Matrix A=|3 1 3
1 0 —1
11 4 1 0 0) |-(=3) —+ |- (=1) e~
3 1 3 010 4(—, T
1 0 —1 0 01
1 1 4 1 00
0 —2 —9| |[-3 1 0] -(~0,5)
0 -1 -5 -1 0 1
1 1 4 1 0 O
0 1 45| |[15 =05 0] (—1) L —
0 -1 -5 -1 0 1
1 0 =05 —-05 05 0
0 1 4,5 1)5 _0!5 0
00 —05) [\o5 —05 1) |-(-2)
1 0 —0,5 -0,5 05 O
0 1 4,5 1,5 —-0,5 0 J
00 1 -1 1 —2) |-(—4,5) 3+|-0,5 +
1 00 -1 1 -1
Es=|0 1 0 6 5 9| =A"1
0 01 -1 1 =2
_ J

( N
ﬁ Aufgabe 3
L . 23
Berechnen Sie jeweils die Inverse zu den folgenden Matrizen: A = (5 6)’
(1 4 —1) 1 0 0 4 1 -1 1 -8 —1
B=|-1 -1 o |,C=10 -3 1|,b=|1 -6 —-1|,F=2 -5 2 |und
\0 1 0 -8 1 0 2 5 0 -1 5 0
(-9 -1 —6)
G =| -7 0 —4 1. Lsg. auf S. 36
\1 3 3
g J

/ Hinweise zur Benutzung des Taschenrechners CASIO fx—-991DE PLUS

Nach Eingabe einer Matrix A (s. S. 7) kann mit (=]die Inverse dieser Matrix

A berechnet werden.

12
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5 Das Losen linearer Gleichungssysteme mit Matrizen

Um das Gleichungssystem

x+y+4z=nb
3x+y+3z=D0b
X — Z:b3

zu l6sen, gibt es verschiedene Moglichkeiten (b;, b,, b3 sind hier beliebige reelle Zahlen). Bisher ken-
nen Sie beispielsweise das Additions-/Subtraktionsverfahren und den Gaul$’schen Algorithmus. Mit
der Inversen einer Matrix kommt noch eine weitere Moglichkeit hinzu. Dazu schreiben wir das obige

11 4
Gleichungssystem mit der Koeffizientenmatrix A und den zwei Vektoren X und bauf:|3 1 3
1 0 -1
X b,
yil=|b|e=AX= b. Zur Erinnerung: Ziel der ganzen Verfahren ist es, X zu bestimmen. Wenn
z bs

es —wie in diesem Fall — zu A eine Inverse gibt, dann konnen wir die Gleichung so umformen:
-
A-X=D

Multiplikation von links (!) mit der Inversen

Al A2=A"1D

fiihrt zur Einheitsmatrix,da A"}-A=E
E-2=A"D
$=A"D

Wenn dig Inverse A~! bekannt ist, dann kann man das Gleichungssystem also mit einer Multiplikati-
on A™!- b 16sen und erhélt den gesuchten Vektor X! Dafiir miissen jedoch 2 Voraussetzungen erfiillt
sein:

fVoraussetzungen firA-1=bh < X=A1.D
| 1. Die Koeffizientenmatrix A muss quadratisch sein.

2. det(A) # 0 oder alle Zeilen/Spalten von A miissen linear unabhingig sein.

Zur Erinnerung: Geometrisch betrachtet wird hier untersucht, ob die drei Ebenen

Eli x—{—y—i—4z:b1,
E,: 3x+y+3z=b,und
E3I X—Z:b3

einen gemeinsamen Schnittpunkt haben.

13
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( )
) Beispiel 9
11 4
Verwenden wir nochmal die Koeffizientenmatrix A=|3 1 3 | aus dem Einleitungstext zu
1 0 —1
2
diesem Abschnitt (Seite 13) und ergédnzen die rechte Seite durch den Vektor b =|1|. DieIn-
4
verse A~! ist bereits aus dem Beispiel 8 bekannt. Daher kénnen wir ¥ direkt berechnen: ¥ =
-1 1 -1 2 -5
A'b=6 —5 9 |[1]|=]43
-1 1 =2 4 -9
g
( )
f! Aufgabe 4
Losen Sie die folgenden Gleichungssysteme unter Verwendung der inversen Koeffizientenma-
trix.
x +y =3 —-x -y +2z =3
2 2x +3y =2 d [2x —4y +3z =1
x +2y -3z =2
b) 4x +2y =
2x —y =3 —x +4y +z =2
e | x —2z =3
4x +3y =1 —3x +3y +5z =1
c) |5x +z =2
7x +5y _3 x 4y 46z =3
f) 12x +3y =2
x +2y -5z =1
L Lsg. auf S. 37)
[f! Aufgabe 5 )
§ Welche linearen Gleichungssysteme lassen sich mit der Matrizenrechnung nicht 16sen? vsg aus. v |

/ Hinweise zur Benutzung des Taschenrechners CASIO fx—-991DE PLUS

I Lineare Gleichungssysteme lassen sich am einfachsten mit bzw. | 2 |16sen.

M. Ivens
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6 Verschlusselung von Texten mit Matrizen

Eine nette mathematische Spielerei ist das Verschliisseln von Texten mit Matrizen. Mithilfe der In-
versen kann dann die geheime Botschaft wieder entschliisselt werden. Dazu sind folgende Schritte
notwendig:

1. Die Buchstaben werden Zahlen zugeordnet
Jedem Buchstaben aus dem Alphabet wird willkiirlich eine Zahl eindeutig zugeordnet. Das
muss also nicht wie hier im Beispiel sortiert erfolgen.

AB|CD|E|FIGH|I| J [ K|LIM|N|O|P|Q|R|S|T|U|VIWIX|Y|Z|_
1{2(3[4|5|6|7(8(9]/10|11{12|13(14|15|16{17|18|19|20|21|22|23|24|25|26|27
Aus der Buchstabenfolge , FORMELSAMMLUNG" wird durch die Zuordnung die Zahlenfolge

6-15-18-13-5-12-19-1-13-13-12-21-14-7. Wenn die Buchstabenanzahl ungerade ist, kann am
Ende ein Leerzeichen (27) ergdnzt werden.

2. Die Zahlen werden in einer Matrix A angeordnet
Die Zahlenfolge passt beispielsweise in folgende 2 x 7-Matrix

A_615181351219
{113 13 12 21 14 7

3. Die Chiffrierung: C-A=G
Die Matrix A wird von links mit einer Matrix C multipliziert, wobei sowohl die Matrix C selbst
als auch ihre Inverse ganzzahlig sein sollte. Selbstverstdndlich miissen auch die Dimensio-
nen der beiden Matrizen passen. Mit ein bisschen Probieren findet man beispielsweise C =

1 3 ) 9 54 57 49 68 54 40 . ) .
und damit G = Diese ,geheime*“ Matrix G ent-
4 11 35 203 215 184 251 202 153

hilt nun die verschliisselte Botschaft. Ubrigens spricht man von Chiffrierung, wenn einzelne
Zeichen ersetzt werden, und von Codierung, wenn ganze Worter ersetzt werden.!

4. Die Dechiffrierung: C™1-G = A
Wenn der Empfanger die geheime Botschaft in Form der Matrix G erhilt, dann bendtigt er nur
noch die Inverse der Matrix C, um die Nachricht zu entschliisseln. Beweis: C71-G = C71.
4 -1

—-11 3 —-11 3
C-A = E-A = A. In unserem Beispiel ist C™! = ( A ) und damit A = ( )

9 54 - 54 40 6 15 18 13 5 12 19 _ , o
= . Werden jetzt wieder die Eintrédge
35 203 --- 202 153 1 13 13 12 21 14 7

der Matrix den zugehorigen Buchstaben zugeordnet, dann erhalten wir den Klartext ,FOR-
MELSAMMLUNG".

1 Mehr zu diesem spannenden Thema findet man in dem Buch ,,Codes - Die Kunst der Verschliisselung® von Simon Singh,
das im Deutschen Taschenbuch Verlag (dtv) erschienen ist.
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P
:5 Aufgabe 6
Entschliisseln Sie die geheime Botschaft

94 22 56 71 20 36 46 37 30 17 44
349 81 212 263 75 141 173 136 111 65 168

) mit der obigen Zuordnungs-

1 3
tabelle und der Chiffrierungsmatrix C = (4 11). Lsg aufs. 37

. /
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7 Lineare Abbildungen

In zahlreichen Computerprogrammen (z. B. das Bildbearbeitungsprogramm GIMP) werden geome-
trische Objekte gedreht, gespiegelt, gestreckt usw. Anschlieend werden sie auf einem Bildschirm
dargestellt (auf eine Ebene projiziert). Angewendet wird diese Technik beispielsweise in Animati-
onsfilmen, im medizinischen Bereich und bei technischen Konstruktionen. Hinter den Operationen
(drehen, spiegeln,...) verbirgt sich jeweils eine Abbildungsmatrix A, die mit jedem Ortsvektor X der
Originalpunkte multipliziert wird, und als Ergebnis erhidlt man die Ortsvektoren der zugehérigen
Bildpunkte x:
A-R=x

(. B

'@'Deﬁnition 7
Eine Zuordnung f : R — R" mit m,n € IN wird als lineare Abbildung (oder lineare Transfor-
mation oder Homomorphismus) bezeichnet, wenn folgende Bedingungen erfiillt sind:

[1.] Jedem Originalpunkt P aus R™ wird ein Bildpunkt P’ aus R" zugeordnet.

[2.] Esexistiert eine n x m-Matrix A (Abbildungsmatrix), sodass A- X = X’ gilt. X ist dabei der
Ortsvektor des Originalpunkts und X’ der Ortsvektor des Bildpunkts.

J/

Im Folgenden wollen wir uns nur mit linearen Abbildungen aus dem R? bzw. R3 beschiiftigen.

7.1 Spiegelungen
7.1.1 Orthogonale Spiegelung an der x-Achse

Bei einer orthogonalen Spiegelung an der x-Achse dndert sich
bei jedem Punkt nur das Vorzeichen der y-Koordinate. Die y-
Koordinate des Bildpunkts y’ ldsst sich daher mit der Gleichung
y’ = —y berechnen. An der x-Koordinate dndert sich nichts, al-
so gilt: x” = x. Rechts im Bild ist die Originalfigur oberhalb der
x-Achse in schwarz gezeichnet und unterhalb das Spiegelbild in
blau. Dabei fillt auf, dass sich der Originalpunkt (3|0) bei dieser
linearen Abbildung nicht dndert. Solche Punkte werden als Fix-
punkte bezeichnet. Mehr dazu spéter im Kapitel 8.3. Jetzt erstmal

zuriick zu dem Gleichungssystem:

X =X
/

y = -
Ergidnzen wir noch die ,unsichtbaren“ Koeffizienten:

x'=1x+0y
y ' =0x—1y

17
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Jetzt konnen wir die Koeffizienten in einer Matrix zusammenfassen:

()6 1)

Mochten wir nun fiir den konkreten Eckpunkt (4|1) des Dreiecks den Bildpunkt berechnen, dann

x’ 1 0
miissen wir nur die Abbildungsmatrix mit dem zugehorigen Ortsvektor multiplizieren: ( ,) = (0 1) .
y —

4 4
(1) = ( 1) .Auf diese Weise konnen wir fiir jeden Originalpunkt den zugehdérigen Bildpunkt berech-

nen.

7.1.2 Orthogonale Spiegelung an der y-Achse

Die orthogonale Spiegelung an der y-Achse ist sehr
dhnlich zu der orthogonalen Spiegelung an der x-
Achse. Bei der orthogonalen Spiegelung an der y-Achse
dndert sich bei jedem Punkt nur das Vorzeichen der x-
Koordinate. Die x-Koordinate des Bildpunkts x’ ldsst . . .
sich daher mit der Gleichung x’ = —x berechnen. An —4 -3 —2 -1

der y-Koordinate dndert sich nichts, also gilt: y’ = y. —1°
Rechts im Bild ist die Originalfigur in schwarz gezeichnet und das Spiegelbild in blau. Dabei féllt auf,

dass es — wie bei der vorherigen Zeichnung - einen Fixpunkt gibt. Der Originalpunkt (0|2) dndert
sich bei dieser linearen Abbildung nicht. Mehr dazu spéter im Kapitel 8.3. Kommen wir zuriick zu
dem Gleichungssystem:

Ergédnzen wir wieder die ,unsichtbaren“ Koeffizienten:

x'=—1x+0y

/

y = 0x+1y

Jetzt konnen wir wie in dem vorherigen Beispiel die Koeffizienten in einer Matrix zusammenfassen:

x\ (-1 0} (x
y) (o 1) \y
Fiir eine orthogonale Spiegelung an den Koordinatenachsen im IR? benétigen wir also nur eine 2 x 2-

Einheitsmatrix, die, je nachdem an welcher Koordinatenachse gespiegelt wird, eine —1 an der pas-
senden Stelle enthalt.

Betrachten wir jetzt noch einen dreidimensionalen Fall:
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Die nebenstehende Abbildung zeigt eine
Spiegelung an der x-z-Ebene. Die Spiege-
lebene wird durch das rote Gitter angedeu-
tet. Nur aufgrund der Perspektive wird das
gespiegelte Dreieck (hier wieder in blau ge-
zeichnet) verzerrt dargestellt! Bei den drei
Eckpunkten dndert sich bei dieser Spiege-
lung nur die y-Koordinate und sowohl die
x- als auch die z-Koordinate &ndern sich
nicht.

Also gelten folgende Gleichungen: x’ = x, y’ = —y und z’ = z. Daher sieht die Matrixdarstellung

1 0 O
dieser Abbildungsoaus: [0 —1 0 |.
0 0 1

fFiir eine Spiegelung an einer Ebene F mit der Abbildungsmatrix A gilt:
‘ e Jeder Punkt aus F ist Fixpunkt bzw. F ist Fixpunktebene.

e Esgilt: A-A= E mit E als Einheitsmatrix.

7.1.3 Spiegelung im Raum

Nicht immer so einfach wie in den vorangegangenen Beispielen ldsst sich eine Abbildungsmatrix
bestimmen. Betrachten wir dazu beispielsweise die Ebene F : x + y —z = 0. Wie sieht hier eine
Abbildungsmatrix aus, die alle Punkte daran spiegelt? Da man auf zwei verschiedene Arten spiegeln
kann, fehlt hier noch eine wichtige Information: Wird schriag oder orthogonal (senkrecht) gespiegelt?
Widmen wir uns zuerst dem orthogonalen Fall: Welche Abbildungsmatrix A fiihrt dazu, dass alle
Punkte an der Ebene F orthogonal gespiegelt werden?

Beginnen wir mit einer Geraden, die orthogonal zur Ebene F durch einen beliebigen Punkt P(x|y|z)
X 1

verlduft: [ y [+ 7| 1 |. Nunsetzen wir die Gerade in die Ebene ein und 16sen nach dem Parameter
4 -1

r auf:

(x41)+(y+r)=(z=r) =0
3r=—x—y+z
1
r—g-(—x—y—kz)
Die allgemeine Losung fiir den Parameter r gibt an, wie oft der Normalenvektor der Ebene F an den
Ortsvektor des beliebigen Punkts gehdngt werden muss, um (auf kiirzestem Weg) zur Ebene F zu
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kommen (zum Durchstofpunkt). Beispielsweise wire fiir den Punkt Q(—12(0/0) r = 4. Startet man
also bei Q und hédngt viermal den Normalenvektor aneinander, dann landet man (wie man leicht
selbst nachrechnen kann) in der Ebene F.

Der DurchstoSpunkt ist bei einer Spiegelung genau der Mittelpunkt zwischen dem urspriinglichen
Punkt P und dem Bildpunkt P’ (x’|y’|z”). Wenn man also den Vektor (Weg) von P zum DurchstoR3-
punkt verldngert und zwar verdoppelt, dann kommt man zum Bildpunkt P’. Das sieht als Gleichung
SO aus:

! 1
(—x—y+2z)| 1
-1

w|»—n

Anschlielend muss man nur noch die rechte Seite zusammenfassen:
x’ ( x\ o[ TXTY +2z
yVi|=ly|+tz|—=x—y+z

3
z/ \z ] X+y—z

'\ [x\ [Bx-3y+3z
v =y |+|-5x-5y+3z

z’ \z 3x+3y—%

x’ (x—gx 3y+ z
"= -3x+y-— 3y—|— z
z’ $x+3y+z—3z

¥\ [ 3x-3y+3z
y |=|-5x+3y+3z
v) ety

Jetzt kann man den Vektor X ausklammern:

x! 3 5 3\ [x

Yi=1-3 3 3|y

z' 5 3)\z
=A

Damit wurde die gesuchte Abbildungsmatrix A, die alle Punkte an der Ebene F orthogonal spiegelt,
gefunden. Fiir den Beispielpunkt Q ergibt sich als Bildpunkt Q’(—4|8| —8), wegen folgender Rech-
nung:

2

g (2| [
=% 4 il o |-
2 2 1
3 3 3 0 —8
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(%Beispiel 10 )
Die Abbildungsmatrix einer (schrdgen) Spiegelung an der Ebene F : x 4 y —z = 0 in Richtung
4
des Vektors | —1 | soll bestimmt werden.
2
Wir beginnen wieder mit der Geraden, jedoch verwenden wir hier nicht den Normalenvektor
X 4
sondern den gegebenen Richtungsvektor: | y |4+ r| —1 [ und setzen diese in die Ebene F ein:
z 2

(x+4r)+ (y—r)—(z+2r) = 0 Losen wir dann nach dem Parameter r auf, erhalten wir:
r = —x—y + z. Jetzt erfolgt die Berechnung des allgemeinen Bildpunkts (Verdopplung nicht
vergessen, da es sich um eine Spiegelung handelt!):

() [x) 1
y' +2-(—x—y+z)| -1
\#')

y
\2) :

(x’\ (x\ —4x—4y +4z
yi=ly|t2| x+y-z
\z’] \z) —2x—2y+2z

[x’\ (x\ —8x—8y +8z
y’ +| 2x+4+2y—2z
\#')

y

\z] —4x—4y +4z
(x’\ (x—8x—8y—|—8z
vy |=| 2x+y+2y-2z
\z’} \—4x—4y+z—|—4z

(x’\ (—7x—8y+82 -7 —8 8 X
y' |=| 2x+3y—2z |=[2 3 =2
\2’) \—4x—4y+52 —4 —4 5] \z
\ =4 y,
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7.1.4 Ubungsaufgaben

P
:g Aufgabe 7

-1 0 01
A= , B= ,C =
0 -1 1 0

Beschreiben Sie die Wirkung folgender Abbildungsmatrizen:

-1 0 0 1 0 O
0 1 0(,D=|0 -1 O
0 01 0 0 -1

Lsg. auf S. 37

P
:5 Aufgabe 8

gelungen an der:

a) x-y-Ebene,

Bestimmen Sie jeweils eine Abbildungsmatrix aus dem RR? fiir die folgenden orthogonalen Spie-

b) y-z-Ebene, c) z-Achse.

~

Lsg. auf S. 37
J

P
:g Aufgabe 9

a) Orthogonal
anF:2x+2y+z=0

2
b) inRichtung| 0
-1

an F:—3x—-2y+3z=0

Bestimmen Sie die Abbildungsmatrix einer Spiegelung:

¢) Orthogonal
an F:—3x—2y+3z=0

1

d) in Richtung| 2

-1
anF:2x+2y+z=0

Lsg. auf S. 38
J
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7.2 Drehung um den Koordinatenursprung

Wir untersuchen hier nur den zweidimensionalen Fall, also die Y
Drehung im R? um den Koordinatenursprung. In der nebenste-
henden Zeichnung betrachten wir dazu einen beliebigen Punkt P
und drehen ihn um den Winkel f um den Ursprung. Die mathe-
matisch positive Drehrichtung verldauft entgegen des Uhrzeiger-

T-eP(xly)
"B AT
sinnes! Der Bildpunkt P’ ist hier wieder in blau dargestellt. L0 : ! X

Wenn wir in diesem Fall von dem Radius r ausgehen, dann kénnen wir die Koordinaten der beiden

Punkte P und P’ mit den trigonometrischen Funktionen berechnen:

Fiir den Bildpunkt gilt dann Folgendes:
x'=r-cos(a+pB)
y'=r-sin(a+p)

Anwendung der Additionstheoreme (siehe Formelsammlung) fiihrt zu:

x"=r-cos(a)-cos(B)—r-sin(a)-sin(p)

/

y'=r-sin(a)-cos(p)+r-cos(a)-sin(f)
Jetzt konnen wir den Term r - cos(@) durch x ersetzen und r -sin(a) durch y:

x'=x-cos(B)—y-sin(p)
y'=y-cos(B)+x-sin(p)
AnschlieBend dndern wir die Reihenfolge ein wenig:
x"=cos(B)-x—sin(B)-y
y' =sin(B)-x +cos(f)-y
Die Koeffizienten kann man nun als Matrix zusammenfassen:
o (cos(B) —sin(p))
sin() cos(p)

Drehmatrix

M. Ivens
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P
%Beispiel 11

In diesem Beispiel soll der Punkt P (2|1) um 60° um den Ursprung gedreht werden (mathema-
tisch positive Drehrichtung). Setzen wir den gegebenen Winkel in die Drehmatrix D ein, dann

~

1 _ V3
ergeben sich folgende Werte: D = ( jg 12 )

2 2
Die Koordinaten des Bildpunkts P’ kénnen dann so berechnet werden:

=5 _ % _‘/Tg 2 = ﬁ 0,13 ,

2 2
Die Berechnung fiir einen Vektor der gedreht werden soll, ist iibrigens dquivalent, da bei einem

L Punkt schliellich mit seinem Ortsvektor gerechnet wird. )

P
@Fﬁr eine Drehung um eine Achse g mit der Abbildungsmatrix A gilt:
e Jeder Punkt der Achse g ist Fixpunkt.

e Die Spaltenvektoren sind paarweise orthogonal zueinander und haben jeweils die Linge
1.

Fiir die Abbildungsmatrix einer Drehung im R® muss gelten: det(A) = 1.
1
Zu einer Drehung mit dem Einheitsvektor # = | v, | als Drehachse und dem Drehwinkel «
Us
gehort die Drehmatrix
cos(a)+ (1)?>(1—cos(a)) v, (1—cos(a))—wssin(a) v,v3(1—cos(a))+ vy sin(a)
A=| v, (1—cos(a))+vssin(a) cos(a)+ (1)?>(1—cos(a)) v,v5(1—cos(a))—uv;sin(a)
vz (1—cos(a))—wsin(a) wus(1—cos(a))+ vysin(a) cos(a)+ (v3)? (1—cos(a))

~

P
f! Aufgabe 10

4
Gegeben sind der Punkt P (3|2) und der Vektor X = (1) Berechnen Sie die Koordinaten des

Bildpunkts P’ bzw. den Bildvektor X’ bei einer Drehung um

a) 30° b) 90° c) 120°.
L Lsg. auf S. 38)
5 Aufgabe 11
% Drehen Sie das Dreieck ABC mit A(2|1), B(6/3), C(5/5) um 45°. Berechnen Sie die Bildpunkte
A/, B/ und C/. Lsg. auf$. 38
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7.3 Zentrische Streckung

Die nebenstehende Zeichnung verdeutlicht die zentri-
sche Streckung an einem Dreieck. Das Zentrum ist —wie
auch bei den folgenden Aufgaben — der Koordinatenur-
sprung. Da sowohl die x-Koordinate als auch die y-
Koordinate mit dem gleichen Streckfaktor k € R mul-
tipliziert werden, kann die Abbildungsmatrix A ganz
leicht angegeben werden:

A = k- E, wobei E die Einheitsmatrix ist. In unserem

CHRENS RN SO Y. NGRS

30
konkreten Beispiel ist A = (0 3).

300
ImR3wéreA={0 3 0.

0 0 3
Die Berechnung von Bildpunkten erfolgt wie bei den Beispielen zuvor: X' = A- X.

[a—

g Aufgabe 12
% Gegeben ist das Dreieck ABC mit A(1|1), B(3|1), C(1|2). Fiihren Sie eine zentrische Streckung
mit Streckfaktor k = 2 durch. Berechnen Sie die Bildpunkte A’, B’ und C’. Lg. aufs. 38

7.4 Projektion

Bei einer Projektion im R3 wird ein Objekt auf eine zweidimensionale Ebene abgebildet. Wir ken-
nen das bereits aus dem Alltag: Ein Foto ist eine Projektion. Auch beim public viewing findet eine
Projektion auf eine Leinwand statt. Ganz allgemein wird bei einer Projektion ein Objekt aus dem
n-dimensionalen Raum auf einen n —1-dimensionalen Raum abgebildet. Das bedeutet, dass ebene
Figuren im IR?, wie zum Beispiel ein Dreieck oder ein Trapez, bei einer Projektion auf eine Gerade
abgebildet werden und dann zu einer Strecke werden. Die Dimension wird also immer um eins ver-
ringert und somit geht eine Information verloren.

Betrachten wir als erstes ein dreidimensionales Bei- z
spiel: Hier wird ein Dreieck im Raum senkrecht auf
die x-y-Ebene abgebildet. Dabei geht die Information
iiber die z-Koordinate verloren. Man kann sich das in
diesem Fall auch so vorstellen, dass paralleles Licht von
oben auf das Dreieck fillt und darunter ein Schatten
entsteht, der hier als blaues Dreieck dargestellt wird. / 3. y
Da sich nur die z-Koordinate dndert, sieht die Abbil- 1

100 9
dungsmatrixsoaus: |0 1 0 ]. 3

000 X

RN
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Kommen wir nun zu einem zweidimensionalen Beispiel.
Hier wird die Strecke AB mit A(1|2), B(3|3) auf die x-Achse
projiziert. Die Projektionsrichtung ist durch den Vektor v =

1

ben. B
(_2) gegeben y \
Ein beliebiger Punkt P (x|y) wird daher entlang der Gera- sl 4 / \\\

1 \ \\
deng: X = (x) +r ( 2) auf die x-Achse projiziert. Die 11 N\ \
y - \ \
Abbildungsgleichungen sehen dann so aus: A B X
1 2 3 4 5

x'=x+1r

y ' =0=y—-2r

Losen wir die zweite Abbildungsgleichung nach r auf, dann erhalten wir: r = 0,5y . Jetzt kbnnen wir
r in der ersten Gleichung ersetzen:

x'=x+0,5y
y'=0

Ergidnzen wir nun die ,unsichtbaren® Koeffizienten:

x'=1x+0,5y
y ' =0x+0y

In der Vektor- bzw. Matrixschreibweise:

=/ 1 0’5 =
= X
0 O
Berechnen wir nun die Bildpunkte A’ und B’:
Y 1 0,5 1 2
OA" = A= = A'(2|0)
0 O 2 0
—; ]_ 0,5 3 475 /
OB = : =  B’(4,5/0)
0 O 3 0

P
fFiir die Projektion auf eine Ebene F mit der Abbildungsmatrix A gilt:

e Jeder Bildpunkt P’ liegt in der Ebene F, jeder Punkt der Ebene F ist ein Fixpunkt (F ist
Fixpunktebene)

e Esgil: A2=A
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7.4.1 Projektion auf eine beliebige Ebene

Ahnlich wie bei der Spiegelung im Raum (siehe Abschnitt 7.1.3) betrachten wir nun den allgemeinen
Fall: Eine Projektion auf eine beliebige Ebene. Betrachten wir dazu wieder dieEbene F : x + y—z =0
aus dem Einfithrungsbeispiel zur Spiegelung. Wie sieht bei dieser Ebene eine Abbildungsmatrix aus,
die alle Punkte darauf projiziert? Da man auf zwei verschiedene Arten projizieren kann, fehlt hier
noch die Information: Wird schrédg oder orthogonal (senkrecht) projiziert? Widmen wir uns zuerst
dem orthogonalen Fall: Welche Abbildungsmatrix A fiihrt dazu, dass alle Punkte auf die Ebene F
orthogonal projiziert werden?

Beginnen wir mit einer Geraden, die orthogonal zur Ebene F durch einen beliebigen Punkt P (x|y|z)
X 1

verlduft: | y [+ 7| 1 |. Nunsetzen wir die Gerade in die Ebene ein und 16sen nach dem Parameter
z -1

r auf:

(x+r)+(y+r)=(2-r)=0
Jr=—x—-y+z
1
r=s(cx—y+2)
Die allgemeine Losung fiir den Parameter r gibt an, wie oft der Normalenvektor der Ebene F an den
Ortsvektor des beliebigen Punkts gehdngt werden muss, um (auf kiirzestem Weg) zur Ebene F zu
kommen (zum DurchstoBpunkt). Beispielsweise wire fiir den Punkt Q(—12[0|0) r = 4. Startet man
also bei Q und hédngt viermal den Normalenvektor aneinander, dann landet man (wie man leicht
selbst nachrechnen kann) in der Ebene F.
Der Durchsto8punkt ist bei einer Projektion bereits der Bildpunkt. Bei einer Spiegelung ist er der
Mittelpunkt zwischen dem urspriinglichen Punkt P und dem Bildpunkt P’ (x’|y’|z’). Bei einer Spie-
gelung musste man dann den Vektor verdoppeln, bei einer Projektion darf man das jedoch nicht!
Hier ist ibrigens der einzige Unterschied im Rechenweg. Bestimmen wir jetzt die Abbildungsmatrix:
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/ 1
(—x—y+z)| 1
—1

W -

Anschliefend muss man nur noch die rechte Seite zusammenfassen:
[x’\ x ) . —x—y+z
/

Y
\z’) z) x+y—z
[\ [x\ [“3x—3v+3z
/

\)z/’} z) Ix+iy—3iz

(x\ [ x=3x—}y+3z

)

\z’} IX+3y+z—3z

[\ [ 5x—3y+iz
/

y
) \dxrdy+iz

Jetzt kann man den Vektor X ausklammern:

x S -3 3\ [x

Yi=l-3 5 3|y

2’ 3 3 3) \z
=A

Damit wurde die gesuchte Abbildungsmatrix A, die alle Punkte auf die Ebene F orthogonal proji-
ziert, gefunden. Fiir den Beispielpunkt Q ergibt sich als Bildpunkt Q’(—8|4|—4), wegen folgender
Rechnung:

RN NENE
> 1 2 1 _
9=|—3 35 3 0 |=|+4

1 1 2

3 3 3 0 —4
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~

(%Beispiel 12
Die Abbildungsmatrix einer (schrdgen) Projektion an der Ebene F : x 4 y —z = 0 in Richtung
4
des Vektors | —1 | soll bestimmt werden.
2
Wir beginnen wieder mit der Geraden, jedoch verwenden wir hier nicht den Normalenvektor
X 4
sondern den gegebenen Richtungsvektor: | y |4+ r| —1 [ und setzen diese in die Ebene F ein:
b4 2

(x+4r)+ (y—r)—(z+2r) = 0 Losen wir dann nach dem Parameter r auf, erhalten wir:
r =—x—y + z. Jetzt erfolgt die Berechnung des allgemeinen Bildpunkts (auch hier keine Ver-
dopplung, da es sich um eine Projektion handelt!):

(x’\ (x\ 4
y’ y|+(x—y+z)| -1
\=) \z) g
(x’\ (x\ —4x—4y +4z
y’ yl+| x+y—z
\z’] \z) —2x—2y+2z
[x’\ ( X—4x—4y+4z \
y|l=| xty+y-z
\2') \—2x—2y+z+2z)

(x\ [-3x—4y+4z) (-3 -4 4
/

v |=| x+2y-z |=[1 2 =1
\2/) \—2x—2y+3z) \-2 —2 3) \z
N\ =A /
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7.4.2 Ubungsaufgaben

~

;gAufgabe 13

Gegeben sind das Dreieck ABC mit A(3|2[1), B(2]4|0), C(1]1|3) und der Projektionsrichtungs-
1

vektor 7 = | —1 |. Bestimmen Sie die Abbildungsmatrix und berechnen Sie die Bildpunkte bei

0
einer Projektion in die x-z-Ebene. Lsg.aufs. 39
/

P
ﬁ Aufgabe 14
Bestimmen Sie die Abbildungsmatrix einer Projektion:

a) Orthogonal ¢) Orthogonal
auf F:2x+2y+2z=0 auf F: —3x—2y +3z=0
2 1
b) in Richtung| 0 d) in Richtung| 2
-1 -1
auf F: —3x—2y+3z=0 auf F:2x+2y+2z=0

Lsg. auf S. 39
J

7.5 Hintereinanderausfiihrung von Abbildungen

N
f Gesamtabbildungsmatrix
Werden Abbildungen hintereinander ausgefiihrt, dann ergibt sich die Abbildungsmatrix fiir die

gesamte Ausfithrung aus der Multiplikation der beteiligten Abbildungsmatrizen.
/

( A
) Beispiel 13

Wird zuerst eine zentrische Streckung mit dem Streckfaktor 2 durchgefiihrt (Abbildungsmatrix

A7) und anschlielend eine Drehung um 90° (Abbildungsmatrix A,), dann ergibt sich als Ge-

0 —1 20 0 -2
samtabbildungsmatrix A = A, - A} = ( ) ( ) = ( )
1 0 0 2 2 0

&
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7.6 Flacheninhalte

p
éDie Abbildungsmatrix und ihre Determinante

Die Determinante der Abbildungsmatrix det(A) gibt uns Informationen iiber die Anderung von
Flacheninhalten: Gilt

e det(A) <0, dann @ndert sich die Orientierung (wenn beispielsweise ein Dreieck gespie-
gelt wird)

e 0<det(A) <1, dann werden Fliacheninhalte verkleinert

e det(A) =1, dann bleiben Flicheninhalte unverandert

e det(A) > 1, dann werden sie vergroRert.

8 Eigenschaften linearer Abbildungen

Alle bisherigen linearen Abbildungen haben gemeinsam, dass der Ursprung unverdndert bleibt: A-

0

zu bewerkstelligen. Dafiir benétigt man eine affine Abbildung: A- X + b = %’. Der zusitzliche Vektor
b bewirkt dieses. Wir bleiben jedoch bei den linearen Abbildungen.

0 0
( ) = (0), wobei A eine beliebige Abbildungsmatrix ist. Eine simple Verschiebung ist damit nicht

Im Folgenden berechnen wir verschiedene Eigenschaften der Abbildungsmatrix, um dann eine Aus-
sage iliber die geometrische Wirkung treffen zu kénnen. Zuerst berechnen wir die Bildmenge, also
die Menge aller Bildpunkte (x’|y’). Danach die Punkte, die — neben dem Ursprung selbst — auf den
Koordinatenursprung (0|0) abgebildet werden. Diese Menge wird als Kern der linearen Abbildung
bezeichnet. Anschliellend betrachten wir alle Punkte, die unverdandert bzw. fix bleiben, die Fixpunkt-
menge. Zum Schluss berechnen wir die Eigenvektoren und Eigenwerte, da die bisherigen drei Men-
gen nicht immer sehr aussagekriftig sind. Doch dazu spdter mehr.

Fiir die folgenden Untersuchungen gehen wir von der linearen Abbildung f : R? — R? mit der Ab-

1 1
bildungsmatrix A = ( 21 12) aus.
2 2

8.1 Bildmenge

Kommen wir also zuerst zur Bildmenge, den Ort, an dem alle Bildpunkte (x’|y’) liegen. Dazu wird
der Ortsvektor eines allgemeinen Punkts P (x|y) genommen und mit der Abbildungsmatrix A mul-
tipliziert. Als Ergebnis dieser Multiplikation erhidlt man den Ortsvektor des Bildpunkts P’(x’|y’):

URIRR
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Als Gleichungssystem formuliert:

1 1 _ /
2X T3y = X

—3xX +3y =y

/

Zuerst muss man festhalten, dass hier ein inhomogenes Gleichungssystem vorliegt (die rechte Seite
istim Allgemeinen ungleich Null). Versucht man das Gleichungssystem zu l6sen, stellt man fest, dass
keine eindeutige Losung moglich ist, da vier Variablen und nur zwei Gleichungen gegeben sind. Le-
diglich eine Beziehung zwischen x und y kann herauskommen. Addiert man nun beide Gleichungen
(0 = x’ + y’) erhilt man nach einer weiteren Termumformung: y’ = —x’ und damit als Bildmenge
B der Abbildung f*:

By ={(xly) e R?*|y =—x}

Gelesen: Die Bildmenge B der linearen Abbildung [ ist die Menge aller Punkte (x|y) aus R? fiir die
y =—x gilt.

Alle Bildpunkte liegen also auf der zweiten Winkelhalbierenden. Hitten wir beispielsweise den kon-

1 1 1
1 _1 1 -1
kreten Punkt P (1|2) wiirde dieser auf den Bildpunkt ( % 12) : (2) = ( 12) = P’(—3|3) abgebildet
2 2 2
werden. An den Koordinaten des Bildpunkts sieht man sofort, dass die Beziehung y = —x erfiillt ist.

8.2 Kern

Sucht man den Kern K der linearen Abbildung f, also alle Punkte, die auf den Ursprung (0|0) abge-
bildet werden, ergibt sich fast dasselbe Gleichungssystem:

X =3y =0

—3x +3y = 0

Hier liegt jedoch ein homogenes Gleichungssystem vor (die rechte Seite ist gleich Null), das einfacher
als ein inhomogenes zu l6sen ist. Die zweite Gleichung entspricht der negativen ersten Gleichung
und ist damit tiberfliissig (redundant). Lost man daher eine der beiden Gleichungen nach y auf,
erhdlt man: y = x und damit als Kern K der Abbildung f:

Ky ={(xly) e R*|y = x}

Alle Punkte, die auf den Ursprung abgebildet werden, liegen also auf der ersten Winkelhalbierenden.
Betrachten wir beispielsweise den konkreten Punkt P(1|1), der auf der ersten Winkelhalbierenden
liegt, und multiplizieren seinen Ortsvektor mit der Abbildungsmatrix A erhalten wir als Bildpunkt

D)o
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8.3 Fixpunktmenge

Als ndchsten Schritt bestimmen wir die Fixpunktmenge, also die Menge aller Punkte, die auf sich
selbst abgebildet werden. Dazu stellen wir folgendes Gleichungssystem auf:

1 1 X
1 1

Als Ergebnis soll wieder der urspriingliche Punkt herauskommen, also (x|y)! Um das Gleichungs-
system zu losen, addieren wir hier beide Gleichungen und erhalten nach einem weiteren Umfor-
mungsschritt y = —x. Die Fixpunktmenge entspricht also hier der Bildmenge:

Fr={(xly) e R*|y =—x} =By

8.4 Eigenvektoren und Eigenwerte

Die bisher vorgestellten Eigenschaften einer linearen Abbildung geben eine erste Orientierung, die
jedoch manchmal nicht ausreicht. Eine weitere Moglichkeit, die Wirkung einer Abbildungsmatrix zu
untersuchen, sind Eigenvektoren und deren Eigenwerte.

Jeder Vektor X # 6, der auf einen kollinearen Vektor abgebildet wird, wird als Eigenvektor bezeichnet.
Gesucht sind daher alle Vektoren, fiir die A- X = AX gilt mit A € R. Zur Erinnerung: zwei Vektoren sind
kollinear, wenn der eine Vektor ein Vielfaches des anderen Vektors ist. Der Faktor, der die Vervielfa-
chung angibt, wird hier mit dem griechischen Buchstaben A (Lambda) bezeichnet und bekommt
den Namen Eigenwert. Wie wird ein Eigenwert berechnet? Als Ansatz verwenden wir die genannte
Gleichung: A-X = AX und ergidnzen noch die Einheitsmatrix E, die die Gleichung jedoch nicht ver-
andert (wie bei einem Produkt, das mit 1 multipliziert wird): A- X = AE X. Bringen wir alles auf die
linke Seite und klammern X aus, dann ergibt sich:

Damit die Gleichung fiir ¥ # 0 erfiillt ist, muss det (A—AE) = 0 sein. det (A— AE ) wird charakteris-
tisches Polynom genannt und die Nullstellen sind die gesuchten Eigenwerte.
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1 1
3 =3 10
—3 2 0 1
1 1
1_, -1
det(2 1 2 ):O
-3 34
1 2 1
(——/1) S
2 4
1 1
——A+A*—==0
i T 4
AF—21=0
A-(A=1)=0

Aus der letzten Gleichung ergeben sich zwei Eigenwerte: A; = 0 und A, = 1. Diese setzen wir nun in
den Ansatz ein, um die zugehorigen Eigenvektoren zu berechnen:

Wir erhalten hier die gleiche Losung wie beim Kern (S. 32) der Abbildung: y = x und damit alle zu

1
(1) kollineare Vektoren. Nun setzen wir den zweiten Eigenwert ein:

Hier erhalten wir die gleiche Losung wie bei der Fixpunktmenge (S. 33): y = —x und damit alle zu

1
( 1) kollineare Vektoren.

Bei der Abbildungsmatrix A handelt es sich also um eine Streckung mit dem Faktor 1 entlang der
Fixgeraden g; : y = —x und um eine Streckung mit dem Faktor 0 lings der Kerngeraden g, : y = x.
Dies bedeutet eine Projektion auf die Gerade g; in Richtung der Geraden g,. Da g, orthogonal zu g,
ist, liegt hier eine orthogonale Projektion auf die Gerade g; vor.
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8.5 Ubungsaufgaben

( )
Eg Aufgabe 15
2 2
Gegeben sind die linearen Abbildung f; 4 : R? — R? mit den Abbildungsmatrizen A; = (f ?),
3 3
0 3), [0 b
Ay, = 0 1 ,Ag = s 1 undA,=| °, | Bestimmen Sie jeweils die Bildmenge By, den
5 5
Kern Ky, und die Fixpunktmenge Fy, firi =1,... 4.

Lsg. auf S. 40

M. Ivens

/

35



& ’ Matrizen und lineare Abbildungen

9 Lésungen zu den Ubungsaufgaben

-8 6 e) C 4 Aistnicht definiert
a) A+ B =
—6 3 f) B—C ist nicht definiert
—8 6 , a.p_|[738 38
b) B+A=A+B= 6 3 g | 18 —o25
15 —34
c) A—B= 4 4 h) B-A=
12 —11 39 73
—4 -4 . —23 38 29
— = 1 A' C =
d B-A (_12 11) ) (24 —29 26
j) C-Bistnicht definiert
Losung 2

| det(A) =—7,det(B) =103, det(C) =—103,det(D) =0

<§Lﬁsung3
0 —1 —1 -1 00 5 -5
-1 —2 1 -1 -1 -1
At=( o | Bt'=l0o o 1| Ct'=|-8 01|D'=[-2 2
3 3 -1 1 5 24 1 3 17 —18
—10 —5 —21 12 —15 4
Fl=| -2 -1 —4|,G'=|17 =21 &6
5 3 11 —21 26 -7

36
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@ Losung 4

oot (3 (7 (615 29
-2 1 —4 d Al=|9 1 7|, =42
1 6

50 3 4 e) Al=|1 =2 —1|,X=| -5

o0 Al=|7 0 —4|[,X=|-5 \3 -9 =20
25 1 —15 —18 (15 17 -18 —29
) Al=| 10 —11 12 |, 2= 20
L1 -1 1 2

@ Losung 5
Mit der Matrizenrechnung lassen sich lineare Gleichungssystem nicht 16sen, die unter- oder
tiberbestimmt sind. Es sind also weniger bzw. mehr Gleichungen als Unbekannte vorhanden.
AuRerdem lassen sich lineare Gleichungssysteme mit der Matrizenrechung nicht 16sen, wenn
Zeilen linear abhéngig sind. Positiv formuliert lassen sich also nur lineare Gleichungssysteme
mit der Matrizenrechnung 16sen, wenn eine eindeutige Losung vorhanden ist.

@ Losung 6
| ,MATHE MACHT GLUECKLICH"

Losung 7

e

A: Spiegelung sowohl an der x-Achse, als auch an der y-Achse. Insgesamt eine Punktspiegelung
am Koordinatenursprung.

B: Die x- und die y-Koordinate werden vertauscht, folglich ist dies eine Spiegelung an der 1.
Winkelhalbierenden y = x.

C: Orthogonale Spiegelung an der y-z-Ebene.

D: Orthogonale Spiegelung an der x-Achse

@Lﬁsung8
1 0 O -1 00 -1 0 O
A=|(0 1 0 [,B=|0 1 0,C=(0 -1 0
0 0 —1 0 1 0 0 1
M. Ivens 37
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@LﬁsungQ
a) r:—%(2x+2y+z), c) r:_23’—2x+1—11y—%z,
1 -8 —4 2 —6 9
A=3-|-8 1 —4 A=4-|-6 7 6
—4 -4 7 9 6 2
b) r=—ix—2y+1 d r=—102x+2
=—3X—3)T3% r=—z(2x+2y+z),
1 8 4
—3 ~9 3 1 —4 =2
A=[0 1 0 A=1--8 -3 —4
2 4 1
@Lﬁsunglo
v3 _1 —243v3
— > =5 3 1,60
a)owz(§ ~5)():(32 )N(’ ) =  P’(1,603,23)
+2+/3 T
1 B2 2 3,23
V3 1 —14+4v3
1 3 443
1S 4443 |7\ 2,87
— 0 —1 3 —2
b) OP’=(1 (2):( ) = P/(-2)3)

, 1 _ 3
c) OP’——( 2
V3

<§ Losung 11

Drehmatrix; D = (

SNISN
|
MRS
\T/
>
N
o
w
SRS
~—
]
w
5
[{e)
SRS
~—
)
Q
(e)
o
N
N——r

<6 Losung 12

2 0
Abbildungsmatrix: A = (0 2), A’(2]2), B’(6]2), C’(2]4)

38
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A9

@ Losung 13

folgt r = y und damit

@LﬁsungM
a) r——% 2x+2y-|—z
1
=3|—4 5 —2
—2 8
b) r=—3x—5y+1z,
1 _4 2
3 5 3
A=|0 1 O
L2 2
3 39 3
M. Ivens

1
Die Abbildungsmatrix sieht demnach so aus: A= | 0
0

dann folgende Koordinaten: A’(5/0|1), B’

Aus den Abbildungsgleichungen

X =x+1r
y'=0=y—1r
zZ/ =z40r

x'=1x+1y+0z
y'=0x+0y+0z
Z/=0x+0y+1z

o O -
- O O

(6/0]0) und C’

~~

2/0|3).

2 11
d r :—% (2x+2y
3 =2

A=1-l—-4 1

2 2

. Fiir die Bildpunkte ergeben sich

39
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<§ Losung 15

40

Bfl—{(xU’)ERZ y=%X}
K ={(xly) eR?*|y =—x}
Ffl—{(xly)éle yzéx}
By, ={(x|y)€1RZ y=§x}
Ky, = {(x|0) e R?}
I*“fz—{(xly)elR2 yzgx}
By, =R?

Ky, ={(010)}
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10 Stichwortverzeichnis

Abbildung
affine, 31
lineare, 17, 31
Abbildungsmatrix, 17-20, 22, 24, 25, 28, 30, 31,
33
Additionstheoreme, 23
Assoziativgesetz, 6

Bildmenge, 31

Chiffrierung, 15
Codierung, 15

Determinante, 8, 11, 31
Diagonalmatrix, 5
Dimension, 25
Distributivgesetz, 6
Drehmatrix, 24
Drehung, 23, 30
DurchstofSpunkt, 20, 27

Eigenvektor, 31, 33, 34
Eigenwert, 31, 33, 34
Einheitsmatrix, 3, 11, 13, 19, 25
Entfernungstabelle, 3

Fixgerade, 34

Fixpunkt, 17, 18, 26
Fixpunktebene, 26
Fixpunktmenge, 31, 33, 34

Gleichungssystem, 13, 14, 17, 33
homogenes, 32
inhomogen, 32
lineares, 13, 14, 32

Hauptdiagonale, 8, 9
Homomorphismus, 17

Inverse, 11-13, 15

Kern, 31, 32, 34

Kerngerade, 34
Koeffizientenmatrix, 13, 14
kollinear, 33, 34
Kommutativgesetz, 6
Koordinatenursprung, 23, 25, 32

Matrix, 3

Abbildungsmatrix, 17-20, 22, 24, 25, 28, 30,

31, 33
diagonale, 3
Drehmatrix, 24
Einheitsmatrix, 3, 11, 13, 19, 25
Inverse, 11-13, 15
Koeffizientenmatrix, 13
Nullmatrix, 3
obere Dreiecksmatrix, 3
Ordnung, 4
quadratische, 3
symmetrische, 3
Matrizenmultiplikation, 5

Nebendiagonale, 8, 9
Normalenvektor, 19-21, 27, 29
Nullmatrix, 3

Nullspalte, 10

Nullzeile, 10

Ordnung, 4
Ortsvektor, 18, 19, 24, 27, 31, 32

Polynom
charakteristisches, 33

Projektion, 25, 26, 34

Projektionsrichtung, 26

Richtungsvektor, 21, 29

Schnittpunkt, 13
Skalarprodukt, 6
Spaltenvertauschung, 10
Spiegelbild, 17
Spiegelung, 17-19
Streckfaktor, 25
Streckung, 34

Verschliisselung, 15
Winkelhalbierende, 32

Zeilenvertauschung, 10
Zentrische Streckung, 25, 30
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