e A9
Trigonometrische Funktionen

Die Lange eines Tages von Sonnenaufgang bis Sonnenuntergang dndert sich im Verlauf eines

Jahres, wenn man beispielsweise in Kéln wohnt'. Die Tagesldnge d(¢) in KoIn kann mit der
Funktion diein () = 4 - sin (3% - t — T°) + 12 ndherungsweise beschrieben werden (0 < ¢ < 365 in

Tagen und d(t) in Stunden). Dabei steht ¢ = 0 fiir den 1. Januar. Gehen Sie davon aus, dass kein
Schaltjahr vorliegt.

1. Bestimmen Sie das Datum fiir ¢t = 365.

2. Erkléren Sie, wie Sie Ihren Taschenrechner einstellen miissen, damit Sie sinnvolle Ergeb-
nisse bei Berechnungen erhalten.

3. Schitzen Sie, wie lang der kiirzeste und der langste Tag ist.
4. Schétzen Sie, wie viele Nullstellen der Graph der Funktion dkgm () hat.

5. Zeichnen Sie den Graph von dkgin () in das vorbereitete Koordinatensystem:
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Vergleichen Sie Thre Schitzwerte aus den Aufgaben 3 und 4 mit Threr Zeichnung.
Berechnen Sie die Tagesldnge am 6. Januar. und am 18. Marz.

Berechnen Sie die beiden Daten, an denen die Tagesldnge 12 Stunden betragt.

o o N D

Zeigen Sie durch eine geeignete Rechnung, dass der Graph keine Nullstellen hat.
10. Berechnen Sie an welchem Datum der ldngste Tag im Jahr ist und wie lang dieser Tag ist.

11. Berechnen Sie den Tiefpunkt und die beiden Wendepunkte.

2
Zur Kontrolle: d”’ (t) = — éng . sin (32% t— %r)

12. Beschreiben Sie den Kurvenverlauf von djqator (t)-

! Befindet man sich an einem anderen Ort auf der Erde, dann muss die Funktion d(t) angepasst werden.
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Trigonometrische Funktionen

1. t = 365 entspricht dem 1. Januar im néchsten Jahr.

2. Da mit dem Sinus keine Winkel berechnet werden sollen, muss der Taschenrechner auf
das Bogenmafs (RAD) umgestellt werden, um sinnvolle Ergebnisse zu erhalten.

3. Im Sommer geht die Sonne morgens schiatzungsweise gegen 5 Uhr auf und abends ge-
gen 21 Uhr unter. Das entspricht einer maximalen Tagesldnge von 16 Stunden. Im Winter
geht die Sonne gegen 8 Uhr auf und gegen 16 Uhr unter. Das entspricht einer minimalen
Tagesldange von 8 Stunden.

4. Da die Tagesldnge an jedem Tag im Jahr schitzungsweise mindestens 8 Stunden betragt,
kann es keine Nullstellen geben. Wenn es Nullstellen gébe, dann wiirde an diesen Tagen
die Sonne gar nicht aufgehen und das war bisher noch nicht der Fall.

5. Der Graph von d(t):
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6. Die geschitzten Werte passen ungefdhr zu den Angaben im Graph und wie zu erwarten
war sieht man keine Nullstellen.
7. d(6.Januar) = d(5) =4 -sin (2% -5 — ) + 12~ 8,14

d(18. Mérz) = d(76) = 4 - sin (2% - 76 — ) + 12 ~ 11,65
8. An welchen Tagen betrdgt die Tageslange 12 Stunden?

d(t) =12
2 4
dosin (= t— =) 412=12  |-12
365 9
2m 4
4.sin| — - -t—— | = 4
5111(365 t 9) 0 |
) 2m . 4m | ,
n(—-t——|= resin
sin { o 9 arcs
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1. Basislosung:

27 4 47
- =04+ k-2 ke -
365 g ~Otk-2m (keZ) '+9
2 4 365
2 =4 Fk.2 R
365 g THeT o
730
t:7+k-365
t=281,1+k-365
2. Basislosung;:
o2 47 41
- =r—04+k-2 keZ -
6E g — T O0+k-2m (kez) ‘+9
or 137 365
2 =" 4.9 R
365 1T g tRoeT o
4745
t=—"+k 365
T

t = 263,61+ k - 365

Am 23. Mérz (t = 81) und am 22. September (¢ = 264) betrdgt die Tageslange ungefahr 12
Stunden. Alle weiteren (periodischen) Losungen liegen nicht im gesuchten Intervall.

9. Nullstellen:

d(t) =0
2 47
4 — et — — 12 = —12
sin (365 5 ) + 0 |
2 4
4 - sin —W-t——ﬂ =—12 |: 4
365 9

Die letzte Gleichung ist nicht 16sbar, da der Sinus nur Werte zwischen —1 und +1 anneh-
men kann. Damit ist gezeigt, dass es keine Nullstellen gibt.

10. Berechnung des lingsten Tages (Hochpunkt):

d(t)=0
8T 2m Am 365
—cos| — -t — — — O —
365 365 9 8m
2m dr
cos|——=-t—— | =0 larccos
365 9
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1. Basislosung:

27 47 T 47
N ) 7 =
65 t 3 =9 +k-2n (keZ) ‘+ 5
21 177w 365
=4 k9 27
365 g AT o
6205
t=——4+k-365
36 +

t =172,361 + k - 365

Berechnung der zweiten Ableitung, um anschliefSend die Art des Extremums zu bestim-
men:

1672 2 4
d'(t) = — "o
3652 365 9

6205 1672 or 6205 A
4 (222 = ST (2R 222 0T~ 0,001185 < 0 = HP
( 36 > 3652 (365 36 9) ’
6205 or 6205 A
d(222) =4.sin (22222 1) L 19— 16
( 36 ) S (365 36 9)+

Am 22. Juni (¢t = 172) ist der Tag am lingsten und dauert 16 Stunden: H(172|16). Da der
gesuchte Hochpunkt mit der ersten Basislosung bereits gefunden wurde, kann hier auf die
zweite Basislosung verzichtet werden.

11. Weitere Nullstellen der ersten Ableitung (und damit den gesuchten Tiefpunkt) erhdlt man
durch die zweite Basislosung aus Aufgabe 10 (auf die zuvor verzichtet werden konnte):

2T 47 s 4
T - Thkor (ke ll
365 g ~ gtk (kel) ‘+9
2
365 18 o
365
t=—22 4 k365
36

Diese Basislosung liegt aufSerhalb des gesuchten Intervalls. Daher wird die ndchste Losung
mit & = 1 berechnet:

365 12775 _
f =22 41,365 =~ — 354,861
! 36 36 ’
12775 1672 or 12775 4
g (2L — 20T (222 0T 0 0,001185 > 0 = TP
( 36 ) 3652 (365 36 9 ) ’
12775 or 12775 4
d| —— ) =4-sin| - ———— ) +12=38
( 36 ) o (365 36 9 ) *

Am 21. Dezember (¢ = 355) ist der Tag am kiirzesten und dauert 8 Stunden: 7'(355|8).
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Berechnung der Wendepunkte:

&'(t) = 0
l6rt (2w 4w 3652
3652 ™M\ 365 9 )" 1672

) 27 . 47 0 ‘ .
m|—-:t—— | = resin
S 360 5 arcs

[}

1. Basislosung:

2 4 4
T T ot k-or (keZ il
g5 1~ g ~OFk2m (keZ) ‘+9
2
_ﬂ—.t:4_7r+k.2ﬂ' .@
365 9 2T
t—%+k-365

t =811+ k- 365

Berechnung der dritten Ableitung, um dann zu tiberpriifen, ob ein Wendepunkt vorliegt:

273 2 4
d///(t): 327 -COS( e t——ﬂ)

3653 365 9
730 3973 or 730 Ar
ar (22 = = : AT T~ 20.00002 £ 0 = W
( 9 ) 3658 " (365 9 9 ) : 7 !
730 or 730 4
d(E2) = ggin (22 22 5T 19— 12
365 9 9
2. Basislosung
2T 47 47
A 04+k-27 (keZ =
365 5 T + T (keZ) ‘—I— 9
2T 137 365
=20 k9 222
365 g Them o
4745
=222 k365
T

t = 263,61 + k - 365

Uberpriifung mit der dritten Ableitung, ob ein Wendepunkt vorliegt:

4745 3273 2 4745 4
d///( > 7T ‘COS( W.__—W)%O,OOOO27£0:>W2

18 3653 365 18 9
4745 o AT45 4w
dl =2 ) =4.sin| = — _ ") +12=12
< 18 > S <365 8 9 > *

Wi (2] 12), W, (445] 12). (Die y-Koordinate von W5 hétte man auch mit der vorliegenden
Symmetrie und damit ohne Rechnung begriinden kénnen.)

12. Da am Aquator jeder Tag unabhingig von der Jahreszeit ist, sind dort alle Tage gleich lang.
Der Graph ist also eine Parallele zur ¢-Achse (konstante Funktion).
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