Abiturvorbereitung Analysis und Analytische Geometrie inkl. Priifungsaufgaben

1. Gegeben ist die Funktion f mit f (z) = 2%-e*.

(a) Untersuchen Sie die Funktion f und skizzieren Sie ihren Graphen im Bereich
-1 <z <6.

(b) Bestimmen Sie die Stellen xy, an denen die Tangente an den Funktionsgraphen
von f eine Gerade ist, die durch den Ursprung geht.
(Zur Kontrolle: 2y = 0 oder xy = 1)
Bestimmen Sie den Schnittwinkel, den die beiden Tangenten bilden.

Losung:

(a) Bestimmung der ersten drei Ableitungen:

f(z) = 22.¢e°
ff(x) = 2we ™™ -2z’
= ze " (2—1x)
f"(x) = 2% —dxe ™+ x%e”
e (2% — 4z + 2)
f"(x) = —6e " +6re® —ae "
= —e " (2? —6x +6)
Nullstellen:
f(z) =0=2a? e = N(0]|0) ist die einzige Nullstelle, da e~ nicht Null
wird.
Extrema:

f'(z) =0 =uze" (2 —x) = mogliche Extremstellen bei z., = 0 und z., = 2.
1" (0) > 0 = lokales Minimum bei (0|0).

/" (2) < 0= lokales Maximum bei (2|5 ~ 0,541)

Verhalten im Unendlichen:

lim, , « f(x) =400 lim, , o f(z) =0

Wendepunkte:

f"(x) =0 = e (2% — 42 + 2) = mogliche Wendepunkte bei z,, = 2 + /2
und x,, =2 — V2

f2+V2)#£0 " (2-V2) £0

= Wendepunkte bei (2 + v/2|0,384) und (2 — v/2/0,191).
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(b) Tangentengleichung:!
fl)= [f'(x) z+ b
——

—~—

Tangentensteigung Achsenabschnitt

Da die Gerade (Tangente) durch den Ursprung gehen soll, ist b = 0.
=>a’-e"=ze®(2—xz)-z+0 |:e™®

sSa?=1 (2—1x)

=x0=0 V zx5=1

Die Tangente mit xg = 0 entspricht der x-Achse. Somit ist der Schnittwinkel
der beiden Tangenten der Steigungswinkel der zweiten Tangente mit zy = 1.
Da f'(1) =1 gilt: @ = arctan (1) ~ 20,198°.

2. Gegeben sind die Punkte A (1]1]0), B (0]3|1), C (—=2]4|4) und D (—1|2]3).

4 k
(a) Welche Gerade der Geradenschar hy : = | 2 |+ | —1 (fiir k € R)
1 0

schneidet die Gerade g, die durch die Punkte A und B verlauft?
Geben Sie die Lage des Schnittpunkts an.

(b) Untersuchen Sie, welche Lagebeziehung zwischen ¢ und den iibrigen Geraden
der Geradenschar h; besteht.

(c) Zeigen Sie, dass die Punkte A, B, C und D in einer Ebene liegen.

(d) Weisen Sie nach, dass das Viereck ABCD ein Parallelogramm ist. Bestimmen

Sie Schnittpunkt und Schnittwinkel der Diagonalen dieses Parallelogramms.

1 Achsenabschnitt ist gleichbedeutend mit ,,Schnittpunkt mit der y-Achse“.
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Losung:
1 -1
(@) g:d=| 1 |+n 2
0 1
Aus g =hy folgt: =1, A=—-1, k=4
= 5(0[3]1)

(b) Da es nur fir £ = 4 einen Schnittpunkt gibt, miissen die anderen Geraden
hy fiir k # 4 windschief zur Geraden g liegen. Parallelitéit ist ausgeschlossen,
da die Richtungsvektoren linear unabhéngig sind. (AuBerdem hétte es sonst

unendlich viele Schnittpunkte gegeben und nicht nur einen.)

1 -1 -3
(c) E:Z=1]1 ]+ 2 | +p 3
0 1

D € E? Fir p =1 und A = —1 erhédlt man Punkt D. Antwort ist also ,,Ja“:
A, B, C und D liegen in einer Ebene.

(d) Nachzuweisen ist, dass die gegeniiberliegenden Seiten die gleiche Lange haben

und parallel zueinander sind.

AB| = /FIP+ 2+ 2 =6 = /T F (-22 + (-1) = | DC|

—1 1
2 =kl -2 fiir k = —1 erfullt
1 -1
———r ——
AB fte;
|AD| = \/(—2)2 + 124+ 32 =14 = /(—2)2 + 12 + 32 = | BC|
-2 -2
1 =k 1 fiir k =1 erfullt
3 3
Damit ist nachgewiesen, dass ein Parallelogramm vorliegt.
1 -3
0
0 -1
1 2

h=dy A= n=}= 5 (-4[5P)

Berechnung des Schnittwinkels « zweier Vektoren @ und b im Raum mit der
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Formel:
albl + Clgbz + a3b3

Va? + a? + as2v/ b + by + bs®

_ 3-348 __ _4 ~ o
cosa—m\/é—\/—g)—l:a~55,936

3. Gegeben ist die Funktion f: D — R mit f (z) = 2071

z2—1

COS ¥ =

(a) Berechnen Sie die ersten zwei Ableitungen. [zur Kontrolle: f” (z) = (?:”262%)23

(b) Fiithren Sie eine ausfiihrliche Funktionsuntersuchung durch (Definitionsbe-
reich, Symmetrie, Nullstellen, lokale Extrema, Wendepunkte, Verhalten an

den Grenzen des Definitionsbereichs).

(c) Zeichnen Sie den Graphen von f.

(d) Gegeben ist nun die Funktionenschar f, : D — R mit f, () = 2= a # 0.

22 —aq
i. An welcher Stelle xy besitzen alle Graphen der Schar eine waagerechte
Tangente?

Fiir welchen Wert von a ist f, konstant?

ii. Zeigen Sie fy (x) = 2$;;1 und fi () = 2.

Berechnen Sie das Maf§ der Fliche, die von dem Graphen von fy, dem

Graphen fi und dem Intervall [1; 2] eingeschlossen wird.
Loésung:
(a) Ableitungen:
f (@) =2+
f, (‘7;) - (ngﬁ)Q

I‘2
f” (:L‘) = (22_—;?_3

(b) Definitionsbereich:
D=R\({-1;1}

Symmetrie:

0) und N, (— 1

2

z2—1
0)
Lokale Extrema:

f(z) = 2= — f(—x) = y-Achsensymmetrie

Nullstellen:

) =0= N (y/3

[’ (z) = 0 = mogliche Extremstelle bei z, = 0. Da f” (0) = —2 < 0 = lokales
Maximum bei (0| 1).
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Wendepunkte:
Keine Wendepunkte, da f” (z) #0 Vaz € D.

Verhalten an den Grenzen des Definitionsbereichs:

lim, , o f(x)=2 lim, o f(2) =2
lim, , ;- f(z) =400 lim, , 1+ f () = —o0
lim, - f () = —o0 lim, 1+ f () = +o0

(c) Zeichnung (mit horizontaler Asymptote):

(d) i Fiir welches zg gilt f, (zo) = 07
i () = Zz=tas —
= 20 —4xa =2x- (1 — 2a) = 0 = z7 = 0. Alle Graphen (da unabhéngig
von a!) besitzen demnach in xy = 0 eine waagerechte Tangente.
Fiir welches a gilt f! (z) = 07
:>2x-(1—2a):0:>a:%:>f%(x):2fiirx€]D.F'ura:%istder
Graph konstant 2.

i, fo(x) = 2271 q.e.d.?

2

2221 a?—3 s
fi(z)=2%= =25%=2firxzeD. q.e.d.
2 z°—3 Te—3
2 quod erat demonstrandum; lat. = ,was zu beweisen war*
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M

2 2
ff (f% —f0> dx = [2:16—2:15— %]1 = [—ﬂl = %
4. Priifungsaufgabe: Gegeben ist die Kurvenschar f, () = In (az?), a > 0.

(a) Bestimmen Sie die charakteristischen Eigenschaften und skizzieren Sie die
Graphen K7 und K%!

(b) Zeigen Sie, dass alle Nullstellentangenten sich im gleichen Punkt schneiden!

(c) Die Nullstellentangenten und die Nullstellennormalen begrenzen einen Dra-

chen. Fiir welches a > 0 ist der Drachen ein Quadrat?
Losung:

(a) Definitionsbereich: D = R\{0}
Ableitungen: f’(z) = 2, f”(x) = —2. Man beachte, dass die Ableitungen
unabhéngig von a sind!
Symmetrie: Der Graph ist symmetrisch zur y-Achse, da f (z) = f (—z) gilt.
Nullstellen: In(az?) =0 |e-
0)

Sar’=1e 1= j:\/>:>N(j:\/>

Verhalten an den Grenzen des Definitionsbereichs:

liHlac—>:|:oo fa (I) = +00 11rn;v—>0 fa (l’) = -
Es gibt keine Extrema und auch keine Wendepunkte, da die Zéhler der ersten
beiden Ableitungen ungleich Null sind.

K ist die obere Kurve und K 1 die untere:
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ullstellentangente: y = T)-xr+

b) Nullstell ! b
Sy = % cx+b< y =240 Da y bei einer Nullstelle gleich Null ist, gilt
(unabhéingig von al) b = —2. = Schnittpunkt S (0| — 2).

(¢) Der Drache setzt sich aus zwei rechtwinkligen Dreiecken zusammen mit der

y-Achse jeweils als Hypothenuse. Die Geradengleichung der Normalen?® lau-

tet: f (x) :—ﬁ-x+b@y:—§+b.
Einsetzen der Nullstelle ergibt: 0 = —% +b=0b= % Alle Normalen schnei-

den sich also in S5 (0 |%)
Wenn man zwei kongruente, gleichschenklige, rechtwinklige Dreiecke mit den
Hypothenusen aneinander setzt, erhélt man ein Quadrat.

Aufgrund der y-Achsensymmetrie sind die beiden rechtwinkligen Dreiecke
kongruent. Man muss also nur noch dafiir sorgen, dass sie auch gleichschenk-
lig sind (|S1N| = |SeN|)!

Nach Pythagoras muss folglich gelten: é + (—2)2 = % + (i)2 = a =

3 Die Normale ist orthogonal zur Tangente. Es gilt: my = —%T
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5. Priifungsaufgabe: In einem kartesischen Koordinatensystem sind die Punkte
A(112]3),B (5|0|]—1) und D (—1]6|—1) gegeben.
(a) Bestimmen Sie die Koordinaten eines Punktes C, der A, B und D zu einem

Quadrat ergénzt!

(b) Das Quadrat ABCD ist die Grundfléche einer Pyramide mit der Hohe 6; der
FuBpunkt der Hohe sei der Mittelpunkt des Quadrats. Bestimmen Sie die

Koordinaten der beiden moglichen Pyramidenspitzen S und S*!

(c) Beschreiben Sie — prinzipiell — wie Volumen und Oberfliche der Pyramide

bestimmt werden konnen!

Losung:
—2
— 4 —
(a) AD= 4 |. Die Addition von Ortsvektor B zu AD ergibt: C(3|4| — 5).
—4
(b) Den Mittelpunkt des Quadrats (FuBipunkt der Hohe) erhélt man wie folgt:
2
- —
M=A+1Aac=1 2 | +} 2 | =31 -1).
3 -8 1
BN
Jetzt fehlt nur noch ein orthogonaler Vektor zu AM= 1 mit der

—4
Lénge 6: Dafiir nutzt man aus, dass bei orthogonalen Vektoren das Skalarpro-
dukt Null ergibt. Zu 16sen ist demnach folgende Gleichung: 1z + 1y — 4z = 0.
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4
Der Vektor | 4 | ist eine mogliche Losung fiir diese Gleichung. Gleichzeitig

2
hat er die gewiinschte Lange 6. Somit erhédlt man als mogliche Pyramiden-

spitzen S(6]7|1) und S* (—2| — 1] — 3).

(¢) Im Quadrat sind alle Seiten gleich lang: |AB| = \/42 +(=2)* + (—4)* = 6.
Da die Hohe ebenfalls 6 betrigt, errechnet sich das Volumen durch:
V=3-6=T72
Fiir die Oberflache muss die Hohe eines Dreiecks berechnet werden, die die
Mantelfliiche bilden: Myp = (0|4]1), |MpS| = v/45. Dann kann man die
Oberfléiche berechnen: O = 6% +4 -6 - /45 =36 (1 + v/5) ~ 116, 498.
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